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Notations

e La lettre p, avec ou sans indice, désigne un nombre premier.

e a| b signifie que a divise b et p” || n signifie que p¥ |n et p**! {n.

e Nous désignons le cardinal d’un ensemble fini A par |A|.

e (a,b) désigne le pged des entiers a et b.

e Sauf mention contraire, la lettre v désigne la constante d’Euler.

e pj(n) désigne le j-ieme facteur premier de l'entier n.

° Qn) =3, ,vetwn):=3,,1

e 1 est la fonction de Mébius : p(n) = (—1)“(™ si n est sans facteur carré ; u(n) =0
sinon.

e 7(n) =34, 1 est le nombre de diviseurs de n.

® (1) := 3 1 <men, (mm)=1 L est la fonction indicatrice d’Euler.

e Pt (n) et P~ (n) désignent respectivement le plus grand et le plus petit facteur premier
de I'entier n, avec les conventions P (1) =1 et P~ (1) = +o0.

e La lettre y désigne, sauf mention contraire, un caractere de Dirichlet.

o J(x) = Zp< . log p désigne classiquement la fonction de Chebychev.

o m(z):=> .1

° D(z,y) =D <0 p-(n)>y -

e Pour tout nombre réel x, nous notons [x] sa partie entiére, {x} sa partie fractionnaire,
|z]| la distance de z aux entiers, c’est-a-dire ||z := min,__7 [x — n| et, pour = > 0, nous
posons log™ x = max{0,log x}.

e La densité naturelle d’une suite d’entiers A est définie, sous réserve d’existence, par
dA :=lim, .z H{a <z :a € A}

e Nous utilisons la mention pp (presque partout) pour indiquer qu’une relation est
satisfaite sur un ensemble d’entiers de densité naturelle unité.

e s désigne un nombre complexe et nous définissons implicitement les nombres réels o
et 7 par la relation s = o + i7.

e ( désigne la fonction zéta de Riemann.

e log; désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.

e Nous utilisons indifféremment la notation de Landau f = O(g) et celle de Vinogradov
f < g pour signifier que |f| < C|g| pour une constante positive C, qui peut étre abolue
ou dépendre de certains parametres, auquel cas la dépendance pourra étre indiquée en
indice.

e La notation f =< g signifie que f < g et ¢ < f ont simultanément lieu.












Introduction

Cette these est consacrée a plusieurs études de répartitions d’ensembles de nombres
entiers caractérisés par des propriétés de leurs diviseurs. Le travail se compose de trois
parties.

Dans la premiere de ces parties, nous utilisons la méthode du col en une variable pour
étudier la répartition des nombres entiers sans facteur carré dont le k-ieme facteur premier
est fixé. Plus précisément, nous donnons, pour tout nombre premier p et uniformément
dans le domaine 1 < k < 7(p), une estimation de la densité naturelle

Nio(p) := dens {n : u(n)® =1, py(n) = p}.

Le probleme se ramene facilement a ’estimation de la somme

2
. pu(n
(01) o= 3 ML kx5,
w(n)=k
PT(n)<y

uniformément sur le domaine 1 < k < 7(y). On a en effet

o0 - - S ()

ou 'on a posé

F(zy) =[] (1 + 5) (2 €C).
Py p
Suivant une méthode introduite par Erdés et Tenenbaum dans [3], nous évaluons la somme
o (y) a l'aide de la méthode du col en une variable. Notre estimation dépend, comme
d’habitude avec cette méthode, d’un point-selle p = o(k,y) défini comme 1'unique solution
réelle positive de I’équation

Nous obtenons ainsi l’estimation suivante de o} (y).

Théoréme I. On a, uniformément pour 1 < k < n(y) et o = o(k,y),

oy 0 "F(o,y) 1 !
(0-3) U’C(y)_m{“ro(kﬂogzy+7r(y)—k)}

oty W(k) := kleFk—F=1/2 ¢t

2
0 .

0o = 0o(k, :—k—g ———— = min{k + 1o ca(y) — k)

2 2( y) =~ (p Q)Q { g2Y (y) }
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Par lintermédiaire de la formule (0-2), il découle naturellement de ce résultat une
estimation similaire pour A} (p) uniformément sur le domaine 1 < k < 7(p).

Il est clair que oj(y) = 0si k > 7(y) et o7, (y) = [],<, 1/p. L'estimation (0-3) a
donc Pavantage d’étre satisfaite sur le domaine optimal 1 < k < 7(y). En contrepartie, le
terme principal dépend de la quantité implicite p. On peut cependant pallier ce défaut en
introduisant dans (0-3) une évaluation explicite du point-selle p. De maniére synthétique,

cette évaluation est de la forme

k . logy
0= — oll L=<log|—F—>——)-
L & (log (ky/ﬂ(y)))

11 s’ensuit que l'on a, uniformément pour 1 < k < m(y),

it = g o0 {0 (=)

Un des autres avantage de la formule (0-3), c’est qu’elle peut fournir des renseignements
sur le comportement local de o;;(y), c’est-a-dire des estimations, dites semi-asymptotiques,
des rapports o, (y) /0% (y) et o (y")/o%(y) lorsque k" et y’ sont respectivement proches de
k et y. Nous obtenons, dans ce cadre, I’évaluation, uniforme pour 1 < k < m(y),

. ThW) _ L
(©-4) i)

Comme le remarque Balazard dans [2], on peut montrer que la suite k& — o} (y) est
unimodale, c’est-a-dire qu'’il existe un entier ky = ko(y) telle la suite k& — o (y) soit
croissante pour k < ko et décroissante pour k > kg. Cela découle du fait que les
o;(y) forment la suite des coefficients du polynéme z — F(z,y). L’estimation (0-4) nous
permet, par exemple, de retrouver et de préciser le comportement d’unimodalité, pour
y assez grand, de la suite k — o} (y) (et, par conséquent, de la suite & — A} (y)) pour
|k —log, y| = ¢, ol ¢ est une constante absolue assez grande.

La deuxieme partie de la these est consacrée a une autre situation ot la méthode du col
s’applique : 'estimation de la répartition des entiers dont le nombre des facteurs premiers
distincts est fixé, autrement dit I’évaluation de la quantité 7y (x) := |{n < z : w(n) = k}|.

Lorsque le nombre réel z est fixé, la suite k +— mi(x) stationne a la valeur 0 a partir
du rang k = K., ou K, := max,<,w(n). Le théoreme des nombres premiers fournit
I'estimation suivante de K, :

1+O(1)) log @ (x — 400).

0-5 K, = (1
(05) + logy x / logy

Le domaine d’étude de mi(x) est donc Uintervalle 1 < k < K.

En 1988, Hildebrand et Tenenbaum [4] ont montré que l'on pouvait évaluer uni-
formément m(x) dans le domaine 1 < k <« K,/log,z a l'aide de la méthode du col
en dimension 2. Nous prenons la suite de leur travaux pour les « grandes» valeurs de k en
donnant, pour tout € > 0, une évaluation uniforme de 7 (x) pour x assez grand et

1-— 1
LSk Kee ol Kpoi= (14— ) o
’ logy x/ logs x
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Posons
w(n)

F(Z’S):Z ns <1+p —1)

n=1

et considérons le systeme de deux équations a deux inconnues o et «, défini par
> -
- -
o
—p*—1l+to o

Z ologp ~logz
—~ (L=p=)(p* =1+ 0)

(0-6)

La premiere étape de notre raisonnement consiste a démontrer que ce systeme admet
une solution unique (g, ) = (g(k,av),a(k,av)). Nous établissons ensuite les estimations
de F(z,s) et du point-selle (p,) nécessaires a notre analyse ainsi que les lemmes
fondamentaux de la méthode du col en dimension 2. Nous appliquons enfin la méthode
du col a l'intégrale double

1 atico ,—kypsE(z, s
ﬂk(w):—mfz| g/a -~ ( )dsdz

pour obtenir 'estimation suivante de ().

Théoreme II. Soit ¢ > 0. Pour x assez grand, 1 < k < Ky ., a = a(k,z) et o = o(k, ),
on a, avec la notation W (t) := F(t)t_t“/2 et,

o Fa*F(o,a)
(0-7) (@) = TR \/g{lJrO

ou § désigne le hessien de Uapplication g : (9,7) — log F(0e™,a + it) au point (0,0).
En particulier, sous les mémes conditions et pour k > (logy z)'?

(0-8) (@) = %F%’a){l + @(%)}-

(log, )°
T+ o)

, on a

Comme dans le cas de 0 (y), la méthode du col fournit un résultat sur un large domaine
de valeurs de k. En effet, on peut constater que la proportion K, ./K, de l'intervalle
[1, K| sur laquelle notre estimation est vérifiée est asymptotiquement égale a I'unité.

En contrepartie, la méthode du col fournit de maniere spécifique un résultat dépendant
de quantités, o, « et ¢, définies implicitement. On peut, comme pour o} (y), donner des
estimations explicites de ces quantités et déduire de (0-7) une évaluation asymptotique de
log 7. (x) pour les grandes valeurs de k. Par souci de clarté, nous ne présentons ici que des
ordres de grandeur des quantités implicites o, o'/® et §. On a ainsi, uniformément pour
x assez grand et 1 <k < K, ¢,

1/e k k K
Y 2 z
1= = 1 et §=(l (1——)1 (—)
“ logz  (logz)log(K./k) < ¢ (log ) K, E\%
On en déduit, uniformément pour (log, z)? < k < K, ., un ordre de grandeur de log 75 (z),
donné par la formule

log 7 (z) < klog {% log (%) }
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Nous déduisons, par ailleurs, de I’estimation (0-7) des formules semi-asymptotiques pour
les petites variations en k et en x. En particulier, dans le cas du comportement local de
la suite k — 7 (z), nous obtenons, uniformément pour z assez grand et 1 < k < K, .,

(0-9)

T+1() <<llog (&) logy
() k k k

Cette majoration est liée & un résultat obtenu en 1990 par Michel Balazard [1]. Résolvant
une ancienne conjecture de Paul Erdds, Balazard a démontré que la suite k — mg(x) est
unimodale pour chaque x assez grand.

Pour k < K, /log, x, I'évaluation du rapport mi41(z)/mx(z) qui découle de 'estimation
de i (x) obtenue par Hildebrand et Tenenbaum permet de préciser la croissance de la suite
k +— i (z) pour k < logy,z — C' (ou C désigne une constante absolue) et sa décroissance
pour k > log, x + C.

Dans l'intervalle |k —log, 2| < C, Balazard s’appuie sur une amélioration de la formule
de Sathe-Selberg pour lever l'incertitude sur le signe de 7mj41(x) — mx () ; il précise ainsi
la valeur de ko = ko(x) tel que 7y, (x) = maxy m(z).

Pour démontrer la décroissance de k — m(z) pour les valeurs de k supérieures a
ko, Balazard développe une méthode originale, indépendante du résultat d’Hildebrand
et Tenenbaum, fondée sur un raisonnement par récurrence. Son procédé ne fournit
toutefois qu'une estimation théorique du type mii1(x)/mr(z) = o(1). La majoration
(0-9) permet donc a la fois de retrouver la décroissance de la suite k +— mg(x) pour
K,/logyx < k < K, ., par une méthode différente de celle de Balazard, mais aussi de
préciser que la suite décroit tres rapidement lorsque £ devient « grand ».

La troisieme et derniere partie de la these est consacrée a l’étude de la répartition
divisorielle normale de ©¥d modulo 1, ou ¥} désigne un nombre réel et d parcourt I’ensemble
des diviseurs d’'un entier normal. Une version étendue des résultats qui y sont obtenus
fera ultérieurement I'objet d’une co-publication avec Gérald Tenenbaum.

On dit d’une propriété portant sur les nombres entiers qu’elle est normale ou encore
vérifiée pp (presque partout) si elle est satisfaite sur un ensemble d’entiers de densité
naturelle égale a I'unité. On dit alors d’une suite d’entiers B qu’elle est de Behrend si

7(n,B) = Z 1>1 (pp).
d|n, deB

Sans raison structurelle pour que la suite {¥d : d|n} ait une répartition modulo 1 par-
ticuliere, un raisonnement heuristique d’équirépartition modulo 1 conduit a la conjecture

. 1
(0-10) min [9d]| = T (pp)-

Dans le Corollaire 9 de [7], Tenenbaum déduit d’un raisonnement général sur la
discrépance divisorielle de la fonction arithmétique gy(k) = vk une majoration de
ming |, [[¥d|| dans le cas ol ¥ est un irrationnel algébrique. Mais la nature méme de
l'argument ne lui permet pas d’obtenir la majoration attendue puisque la conjecture
standard pour la majoration de la discrépance fournit ming|,, [|9d|| < 7(n)~/2+e@),

Dans cette partie de la these, nous développons, pour traiter le probleme (0-10), une
technique, adaptée a la fonction arithmétique gy, issue des procédés de construction de
suites de Behrend. Nous obtenons ainsi la majoration optimale contenue dans (0-10) dans
le cas ou ¥ appartient a un ensemble £ de nombre réels contenant les nombres algébriques
et dont le complémentaire est de mesure de Hausdorff nulle.
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Avant d’énoncer notre résultat, nous décrivons I’ensemble £. Pour chaque nombre réel
¥, nous désignons par {p;()/q;(¥)};>1 la suite des réduites de ¥ et nous définissons
I’ensemble £ des nombres irrationnels ¥ pour lesquels

(0-11) log gj+1(9) < {logg; ()} (j — +o0).

Le critere de Liouville permet de déduire sans difficulté que £ contient tous les irrationnels
algébriques. Par ailleurs, il découle d’un théoreme de Khintchine que le complémentaire
de £ dans R est bien de mesure de Hausdorff nulle.

Notons encore que la minoration contenue dans (0-10) peut étre établie par une méthode
décrite dans la remarque qui suit le Corollaire 9 de [7]. La preuve développée de cette
minoration figurera dans l'article [5].

Nous pouvons alors énoncer notre résultat principal.

Théoreme IM-1. Pour tous les nombres ¥ de [’ensemble £, on a

1

min |dd|| = e (pp).

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire I. Soit € > 0. Pour tous les nombres ¥ de l’ensemble £, l’ensemble
B(W,e) :={n>=2:|0n| < 7(n)"'T¢}

est une suite de Behrend.

La démonstration de la majoration contenue dans le Théoreme I utilise des résultats
assez délicats sur les classes de congruence modulo g;(29). Il nous parait intéressant de citer
I'un d’entre eux. Nous y donnons en effet, pour tout nombre réel b > 1, une majoration
totalement uniforme en y > 2 de la moyenne, sur les caracteres de Dirichlet y de module
q non principaux, de |L(1, x;y)|® ot L(1, x;y) désigne la somme sur les entiers y-friables
définie par

L(s,x;y) : Z X (s € C).

Pt(n)<y

On notera que nous ne perdons qu’un facteur (log, 2¢)® par rapport au majorant que 1’on
obtient classiquement dans le cas ou y = +00. xo désigne le caractere principal.

Théoréme M-2. Soitb > 1. On a, pour q =2, y > 2,

(0-12) > L1 x:9)|” < @(q)(logs 29)°.

X(mod q)
XFX0

Plus précisément, on a sous les mémes hypothéses

. b (log y)" (logy 2q)°
(0-13) X(ﬂ%q)lL(Lx,y)I <<<p(q){1+ (log )" }
et

. b (log q)°(log, 29)° |
(0-14) X(ﬂ%q} LX)l < (p(Q){l T oy }

X#Xo0
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La méthode que nous employons pour démontrer la majoration contenue dans le
Théoreme I est empruntée a 'article [6] de Maier et Tenenbaum. Nous la décrivons
ici pour sa grande généralité.

Pour tous nombres entiers n < x et £k > 2, nous notons 7 := expexpk et ni =
Hp”ll n, p<ry P L’idée essentielle de la preuve est de démontrer que si nj ne satisfait pas
I'inégalité attendue pour une valeur de k proche de (1 — ¢)log, z, alors la probabilité
conditionnelle pour que nk.1,, avec r petit, ne la satisfasse pas non plus n’est pas trop
proche de 1. Un raisonnement par récurrence permet alors de conclure.

Plus précisément, nous commencons par déduire de la définition de ’ensemble £ une
propriété d’approximation rationnelle de ¢ € £ par I'une de ses réduites dont la taille
du dénominateur g; est controlée. Nous construisons ensuite, pour tout entier n < x tel
que ming| ,, [|9d|| > 7(n)~'*<, un ensemble de «bonnes) classes de congruence modulo
g; tel que si n possede un facteur premier p > 7, dans I'une de ces classes alors il existe
s 10d]| < 7(n)~' €. Le point-clef de la démonstration
consiste alors a justifier que le nombre de «bonnes» classes est usuellement proche de
©(g;), autrement dit que la plupart des classes de congruence modulo ¢; sont « bonnes» ;
c’est ce que nous prouvons a l'aide d’un argument de variance dans lequel intervient de
maniere centrale la majoration (0-12) du Théoreme II-2.

un entier r, petit, tel que ming
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Répartition des entiers sans facteur carré dont le k-iéme facteur premier est fizé 15

1. Introduction

Pour tout nombre entier naturel 7, nous notons w(n) le nombre de ses facteurs premiers
distincts et PT(n) son plus grand facteur premier (avec les conventions w(l) = 0 et
P*(1) = 1). Nous désignons par {p;(n)}1<j<wn) la suite croissante des facteurs premiers
de n. Dans tout ce travail, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers.

Soit y > 2 et k € N*. Désignons par p la fonction de Mobius et posons

(11) siw)= Y Mk

w(n)=k
P+((?3)<y

Cette somme apparait naturellement dans ’étude de la répartition des entiers n sans
facteur carré tels que pi(n) est fixé. Considérons en effet la densité naturelle A} (p) définie
par

(1-2) Xe(p) := dens {n : u(n)? =1, pr(n) = p}.
On a L
iy _ oL 2
Np) = D> (lim = > wm)*
@1 <-<qr-1<p m<N/(q1--qr—1p)
g; premier P~ (m)>p

Le Théoreme 1.3.11 de [10] permet d’estimer la somme intérieure. On obtient ainsi

6 N 1\ -1
m<N/(q1--qr—1p) R
P~ (m)>p

Il s’ensuit que

08 N == T (1+3) o) = ZA s o())

2 Tpl 1
qu<p e'plogp ogp

<

L’estimation de la somme o} (y) suffit donc a préciser le comportement asymptotique
de M (p).
On trouve dans l'article [8] d’Erdés et Tenenbaum une étude similaire pour la densité

(1-4) Ai(p) := dens{n : pr(n) = p}.
Le crible d’Erastosthéne fournit pour Ag(p) la formule

M(p) = I1 (1 - %)Uk—l(p)

avec 1
oY) = Y (k>1,y>2).

w(n)=k K

P*(n)<y
On retrouve donc une formule du type de (1-3) dans laquelle seule ’évaluation de oj,_1(p)
présente une difficulté. La technique développée par les deux auteurs pour estimer cette
somme repose sur la méthode du col. Ils obtiennent ainsi une estimation uniforme de
o,_1(p), et par conséquent de \i(p), sur le domaine 1 < k < p'~¢ (pour tout & > 0 fixé).
Cette évaluation est utilisée dans l'article [9] de de Koninck et Tenenbaum pour étudier
la loi de répartition du k-ieéme facteur premier d’un entier.

Nous adoptons la méme démarche qu’Erdds et Tenenbaum. A Paide de la méthode du
col, nous estimons o} (y) uniformément sur l’ensemble du domaine 1 < k < 7(y). Il en
découle logiquement une estimation de A} (p) sur le domaine 1 < k < 7(p).

On a évidemment oj(y) = 0 si k& > w(y) et oy ,,(y) = I[,<,1/p donc le domaine
1 <k < m(y) est optimal.
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1.1. Description de la méthode
Le point de départ est 'identité

“+o0
Y Ty = Flzy),
7=0

ou la fonction F' est définie, pour z € C, par

(15) Flzy) =] (1 + %)

PSY
On en déduit que, pour tout r > 0,

* 1 —k—
(1-6) ak(y):% |Z|:TF(z,y)z F=1dz.

On se restreint alors au cas oun 1 < k < 7(y) — 1. Sous cette condition, nous
justifions (dans le Lemme 2) Pexistence et I'unicité d’une fonction col o = o(k,y) définie
implicitement pour y > 2 par I’équation

(17) QF’(Q,y) N2

F(o,y) =h

péyp+g

Le principe de la preuve est d’évaluer 'intégrale de Cauchy (1-6) par la méthode du col
en choisissant a cet effet le contour |z| = p. La contribution principale a l'intégrale (1-6)
est alors donnée par un petit voisinage autour du point-selle g, dans lequel la formule de
Taylor fournit ’ordre de grandeur de la fonction intégrée.

1.2. Résultats

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant, typique de la méthode du col. Posons
(1-8) W (k) := kle*k=F1/2,

de sorte que, d’apres la formule de Stirling, on a W (k) = v27{1 + O(1/k)}. Notons log,
la f-iéme itérée de la fonction logarithme.
Théoréme 1. On a, uniformément pour 1 <k < w(y) — 1 et 0 = o(k,y),

o € Fley) ! !
(1.9) oi(y) = W(k)o, {1 +O(k+log2y ) - ’f)}

ol
2

8y = 0a(k,y) ==k — Y

PSY

0 .
W = mll’l{k + 10g2 Y, W(y) — k}

De plus, on a, uniformément pour 1 < k < w(p)—1, 0" = o(k—1,p—) et 65 = do(k—1,p—),

6 (@) M) !
(1-10) Ak(p) = T pEF(1,p—)W (k — 1)@{1 + O(k: + logy p N m(p) — kz)}
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Comme il se doit, I’évaluation implicite (1-9) fournit des formules explicites lorsqu’on y
insere une approximation convenable de p.
Considérons la fonction

(1-11) g(x) :=xlog(l+1/x) (x > 0).

Cette application définit une bijection croissante de [0, 400 sur [0, 1] dont la réciproque
est notée g~ . Posons alors

1
1-12 h(z) = ———— x>1).
(112 @)= —7m  @>1
On a, uniformément pour x > 1,
2logxz {1 + O(log x r—1),
w1y e = f 208 Or) @—1)
zlogx + xlogy x + O(xlogy x/ log ) (x — +00),

et donc, uniformément pour x > 1,
(1-14) h(z) < zlogx.

Définissons le parametre w par

(1-15) w=w(k,y) = %
Introduisons enfin le parametre L défini par
h(w) logy
1-16 L=L(k,y):= log ( ————
(1-16) (k) wlog w ©8 (log(y/w))
de sorte que
logy
L=log(———)-
8 (log(y/w))

Lemme 1. On a, uniformément pour 1 < k < w(y) — 1,
k logs y

1.17 - —{1 0( 3 )}

(1-17) 0=TU+ Oiog, y

Nous pouvons alors énoncer le corollaire suivant qui fournit une évaluation asymptotique

de o} (y) lorsque k = o(log, y/logs y) et de log o} (y) pour les valeurs supérieures de k.

Corollaire 1. On a, uniformément pour 1 < k < w(y) — 1,

(1-18) ot = Jrk/(/‘Z!L)}llec o {0(’“132—25)}'

De plus, on a, uniformément pour 1 < k < w(p)—1, L* := L(k—1,p), w* := w(k —1,p),

6 DR losany

(119)  Ai(p) = T2pF(L,po) (k—1)! logy p
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On sait par ailleurs que la méthode du col permet ’étude du comportement local et
I’obtention de formules semi-asymptotiques. Dans le cas des petites variations en k, nous
obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2. On a, uniformément pour 1 < k < w(y) — 1,

20 Ll - 1 ofien))

De plus, on a, uniformément pour 1 < k < mw(p) —1, L* := L(k — 1,p),

(1:21) Ai;g;g) - (i)

Dans le cas des petites variations en y, nous obtenons le résultat suivant ol nous posons

1 1
Eky ‘= + :
MU kb logyy | m(y) — K

Corollaire 3. Uniformément pour 1 < k < w(y) — 1 et

Llogw logsy
Il < o
ogy logay
on a
ai(y*) k/L k klogsy
1.22 . ACAy—] / { (_ ogy L 7e39 )}
( ) UZ(y) ( +17) exXp O Le +|17|L10g2y +6k,y

De plus, uniformément pour 1 <k < w(p)—1, L* := L(k — 1,p), w* :=w(k — 1,p) et

L*log w* logs p
logp  logyp

In| <

on a

oi(pt) (14 )/ k _ Jiogy klogs p
1-23 k = o =— ogy LOS3P )
( ) o (p) P oxp { (L* © + ) L*logy p + Ek’p) }

2. Démonstrations

2.1. Existence et estimation du col

Commencons par justifier 'existence de la fonction col définie par (1-7).
Lemme 2. Pour tout y > 3 et tout entier 1 < k < w(y), l’équation (1-7) admet une
solution unique o = o(k,y) > 0.

Démonstration. L’assertion découle du fait que le membre de gauche de (1-7) croit de 0 a
7(y) — 0 lorsque g parcourt [0, 4+o0]. O
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Nous allons maintenant énoncer quatre lemmes dans lesquels nous estimons la fonction
col o. Les trois premiers résultats fournissent des estimations de o sur trois domaines
distincts (et complémentaires) du parametre k. Le quatrieme donne une estimation valable
sur ensemble du domaine 1 < k < 7(y) — 1. Elle est, en contrepartie, moins précise que
les trois premieres sur leurs domaines respectifs de validité.

Notre premier résultat est un lemme dans lequel nous présentons des évaluations de p
pour les « petitesy» valeurs de k. La démonstration de ce lemme est calquée sur celle du
Lemme 1 de [8]. Nous posons

(2-1) logt 2 = max{logz; 0} (x> 0).

Lemme 3. Soit € > 0. Poury >3 et k < y'~¢, on a uniformément

(2-2) 0= ]\];0{1+O <1;0>}:Lﬁo{1+05(10g(1LjL0>)}

(2:3)

logy logy .
Lo=log (—2Y_\  ppp=1 t Ry = Lo{l+log* (k/Lo)}.
o =log (rfiy)s Mo =log (T Bir=) et Ro=Lo{l+log* (/L))

Démonstration. Soit € > 0. Nous procédons comme dans la preuve du Lemme 1 de [8].
Pour montrer (2-2), on peut supposer y > yo(¢). En effet, dans le cas contraire, (2-2)
équivaut a la majoration ¢ <. 1, trivialement réalisée. Si yo(c) est assez grand, on a

(2_4) 0 < yl—s/Q

puisque dans la circonstance opposée, on aurait
1— 5/2

Q y m y) l1—¢
= > > k.

Py Py

Maintenant, on peut écrire

Sirem 2GR X )

PY o< p<y Py OS Py
I 1

108 (1 7072) O T3

1+1logto 1+4+1log™ e

En reportant dans (1-7), il vient

@5) S :10g<1+l(1§§+g) +0(1+11)g+ Q)'

Remarquons que (2-4) et (2-5) impliquent
(2-6) oLk

don log(k+1) _k
| gt d) k
1+log™ o 0



20 SEBASTIEN KERNER

En insérant a nouveau cette évaluation dans (2-5), on obtient
(2-7) kjo= Lo+ O(1+1log*(k/0)).

Pour Ly grand, c’est-a-dire k < y” ou n = n(e) > 0, la relation (2:7) implique k =< oLg
puis

(2-8) k/o= Lo+ O(log Ly).

Cette estimation est encore valable lorsque 3" < k < y'=¢ puisqu’elle équivaut alors &
(2-6). On obtient donc la seconde estimation de (2-2). En particulier, on a

L+logt o=1+1logt(k/Ly) + O(1)

qui, reportée dans (2-5), donne la premiere estimation de (2-2). O

Notre résultat suivant présente des évaluations de p pour les valeurs « moyennes »de k.
Rappelons que le parametre w et la fonction h ont été définis par (1-15) et (1-12).

Lemme 4. [l existe quatre constantes absolues €q, c1, ca, cs strictement positives telles que
(i) Uniformément pour
y' o <k <an(y),

on a
(2:9) g:ﬁ{1+0(bg—2w)},
Ly log w
ot
. logy
(2:10) Ly == log (log " /w))
(ii) Uniformément pour
(logy y)?
2 k(1= eg2dl ,
y (1= e qon = ) 7o)
on a
k w(logw)? + w(logy w)?
2-11 =—91 )
(211) e LQ{ +0( (w — 1)(logw)logy )}
ou
(2:12) L= M)

wlogy'
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Démonstration. On suppose donc k > y'=%° ot g9 > 0 sera choisi suffisamment petit
au cours de la démonstration. L’estimation (2-2) montre que pour ces valeurs de k on a
0> y' =0, D’apres le théoréme des nombres premiers, on a (en posant g, = min(y, o))

0 —\/TH1og* Y odt
213) Y 2= 0) V1tog? o _ [ __ed |
| ) p<y P +o0 ve)+ (de ) avee Tu(e) /2 (t+0)logt

On a

vte  qt log(y + o)
J, = +&=plog | ———=) +&
v(0) Q/2+9 tlogt e Og(log(?—i—g))

avec

_ Y log(l+o/t)dt olog(2+o/y)
£= Q/Q [+ o) loalt + o)loat < VT {1og(2+ 0)}*(1 + 0/y)

On a, pour 1/logy < ¢ < logy,

log(lOg(y+cy)>:log{1+10g(1+1/6)+0< 1 )}

log(2 + cy) log(2 + cy) cylogy
_ log(1+1/c) {1 N O(log(c—i— l/c))}
logy logy

Cela implique, pour les mémes valeurs de c,

J,(ey) = g(c) {1+O<M)}+O<(ylog(2+l/c) )

logy logy 1+ 1/c)(logy)?

Comme g(c) = 1 —1/(2¢) + O(1/c?) pour ¢ > 1 et compte tenu de la croissance en o de
Jy(0), on en déduit I'existence d’une constante positive x telle que, pour tout k satisfaisant
ak<(1—-kr/logy)m(y), on a p < ylogy. Dans un premier temps, on suppose donc que

K
logy

(2-14) ye<k< (1 )7()-

On a alors, pour y assez grand, y' %0 < ¢ < ylogy et donc

log(y +0)\ log (14 (y —2)/(0+2))\ _ log(1+y/o)

(2:15) log (10g(2 + Q)) = log (1 - log(o +2) ) a log o
et

log(2 + 0/y) < Lol +y/o) log(2 + 0/y) _

{log(2+ 0)}* (1 + o/y) logo  (logy)(1+ o/y)log(1 +y/o)
Posons u := y/p. Sous la condition (2-14), on peut donc énoncer que 'on a
log(y +0)\ ulog(2 + 1/u)

(2:16) olog <log(2 + Q)) N k{l + O((logy)(l + u)log(1 + u)>}
et
(2:17) log(1 +y/o) _

logy
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Commengons par établir (ii). Nous avons

log(y +0) 1+log(l1+1/u)/logy

log 0 1 — (logu)/logy
- log(1 + 1/u) log u (log u)?
N <1+ logy ){1+logy+0((10gy)2)}
B log(1 + u) 1+ (logu)?
= logy O( (logy)? )

et donc

log (log(y+g)>  log(1 +u) O(l—i— (logu)2>.
log ¢ logy (logy)?
Reportons dans (2-16) et multiplions par 1/7(y). Il suit

log(1 + w) +O<1+(logu)2> _ 1 {1+O(( ulog(2 4 1/u) )}

u ulogy w logy)(u+ 1)log(1 + u)

soit encore

S o)) = 51 )

Pour des constantes positives convenables co et c3 et sous la condition supplémentaire

suivante

1 2
(2-18) y* <k < (1 - %%)W(y),
on en déduit que

219 P = Lo (et |

Il est facile de constater que
1—2/2+0(2?) (z —07"),
9(1/z) = )
(logz)/z+ O(1/z%) (z — +00),
d’ou l'on tire
(2-20) h(z) < zlogx
uniformément pour x > 1 et, plus précisément,

21og z {1+ O(1 ~1),
pay o= { 2B O = 1)
zlogz + xlogy, x + O(xlog, x/ log x) (x — +00).

Le théoreme des fonctions implicites fournit alors h'(z)/h(z) < 1/(x — 1) uniformément
pour z > 1. On déduit donc de (2-19) que, sous la condition (2-18), on a

o=ttt o e )}

ce qui démontre (ii). Cette formule fournit un équivalent asymptotique pour g dés que

| logy w| logw

—— — 0 et
(w—1)y/logy logy

— 0.
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Passons a la démonstration de assertion (i). Plagons nous, a priori, sur le domaine

o (logy y)* )ﬂy)

y <k (1-
logy

et posons p; = y/h(w). En prenant g9 > 0 suffisamment petit, on a o < p; d’apres (2-17),
(2-20) et (2:11). On a donc

log(y +0) log(y+01) +0(1) log(y+91){1+0( 1 )}

logo  logor +O(1) — logo: log y

qui, reportée dans (2-16), donne

oftos (M) oy )} =+{1+ o ()}

En insérant estimation (2-15), il vient pour w assez grand (disons k < ¢;7(y) avec ¢; > 0
suffisamment petite),

oo (L)) s oPE2 A 1)

et donc
k

1
a log (1/{1 — log h(w)/logy}) {1 +O<logw)}

On obtient, grace a (2-21), l'estimation

log (1 - logh}w)/logy) = log (lo;()%){l i O<ll(zig21:)v>}'

Le résultat (i) se déduit des deux dernieres formules. 0

Pour compléter I’évaluation de la fonction col p, nous présentons dans le lemme suivant
une estimation valable pour les « grandes» valeurs de k.

Lemme 5. Avec les notations du Lemme 4, il existe une constante absolue ¢4 > 0 telle
qu’uniformément pour cym(y) < k < w(y) — 1, on ait

(2:22) o L’“2{1+Oc4(( 1)+@)}.

Démonstration. Avec le Lemme 4, on justifie 'existence d’un nombre réel ¢y > 0 telle que
pour c47(y) < k < 7(y) — 1, on ait o > y. Dans ce cas, on écrit

2

B ()

~
d’ou l'on tire

gzu%moml)},

avec u = y( 7(y) )/( o<y p) En écrivant Zpgyp = %yw(y) {1+0(1/logy)}, on
constate que h(w) = {1+O( —1)+1/logy)}, d’on

0= %{14—0(@;— 1)+ lo;y)}’

ce qui démontre le résultat attendu. O
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Nous sommes maintenant en mesure de fournir une estimation de o valide sur I’ensemble
du domaine 1 < k < 7(y) — 1. Rappelons que

whl(()Z)w o (loé?i/yw))'

Lemme 6. Uniformément pour 1 <k < w(y)—1, on a

2 o~ 4{1vo()

Plus précisément, siy' ¢ <k <w(y)—1, on a

o= 4o o))

2/3

Démonstration. Pour k < y'~%°, on vérifie sans difficultés que

M, {1+0< o g(1+l?§g(«%u/)Lo)>>}

donc, d’apres (2-2), on a

(2:24) 0= §{1+0<L01g<1+l?fg(_€é;”;Lo)))} (k < y'=o).

Pour y'7%0 < k < e17(y), on a
1
L= i{1+o(20)
log w
d’ou, par (2-9),

(2.25) 0= %{1 + 0(1;22;”)} (y'== <k < arm(y)).

Quand y> < k< 7(y)—1,on a

L= {i+o(zel)}

D’apres (2-11), cela implique, pour 4> < k < (1 — c3(logy y)?/logy)w(y),
)

2

(2:26) B E{l_i_o(w(logw 2 + w(logy w)

°TI (w—1)(logw)logy >}

On en déduit également que, pour cy7(y) < k < 7(y) — 1,

(2:27) Qz%{l—kO((w—l)—i—lO;y)}:

d’apres (2-22).

On utilise (2-24) pour k < y'=%0, (2:25) quand y'~% < k <e VI®¥r(y), (2-26)
lorsque e~ V18¥7(y) < k < (1 — (logyy)?/?/(logy)/?)m(y) et (2:27) pour les valeurs
de k supérieures a (1 — (log, 4)*?/(logy)*/?)m(y). On aboutit alors & une estimation du
type 0 = (k/L){1 + Erreur}. Le terme Erreur est maximum lorsque k < 1, auquel cas
il est de l'ordre de (logsy)/logsy. Si k > y'7¢, le terme Erreur est maximum lorsque
Erreur < w — 1 =< (log, y)*/3/(logy)'/3. Cela achéve la démonstration de ce lemme. 0O
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2.2. Lemmes fondamentaux de la méthode du col

Nos prochains résultats concernent la fonction ¢(z) = log F'(z,y) définie pour z €
C \ ]—00, —2] par la formule

(2:28) =Y log (1 + )

ou les logarithmes sont pris en détermination principale de sorte que F'(z,y) = e?() pour
ces mémes valeurs de z.

Lemme 7. Uniformément pour y > 3 et 1 < k < 7w(y)/2, on a pour o = o(k,y) et
|z =11 < (2+0)/20.

(2:29) Ple2) = o(e) = hz = 1)+ O((z — 1P ).

Uniformément pour w(y)/2 < k < w(y) — 1, on a pour |z — 1| < (2 + 0) /20,

(230)  (02) ~ (o) = 7(y)log = + —= (x(y) — k) + O((z ~ 1Y(x(y) ~ K)(w — 1).

Démonstration. Notons d’abord que ¢(pz) est bien définie dans le disque |z — 1| <
(24 0)/20. Grace a (2-28), on peut alors écrire

(2:31) (o2 =3 log (1 +

Py

i C 1)).
Pour démontrer (2-29), on développe les logarithmes a l'ordre deux,
0
0z (z—1) — + O( z—1 )
ol02) - )Y o1ty

p<y Py

Par définition de p, le terme principal de cette formule est égal a k(z — 1). D’autre part,
on peut écrire

2
Q 0 0
5 < 1+ < .
Z(p Z Z 1+Q(1+10g Q) 1+10g+9

PSY pP<o p>9

On obtient donc bien I'estimation souhaitée.
Passons maintenant a la démonstration de (2-30). De (2-31), on tire

p(02) — (o) = (y)logz+ Y _ log <1 e 1>

PSY preo =
2
— p 2 0
=7(y)logz + — ——i—O((z—l) Z 2>
Pty = p+o)

Par définition de p, le deuxieme terme de cette formule est égal a (k —m(y))(z —1)/z. Par
ailleurs, pour la somme du terme d’erreur, on peut écrire, d’apres (2-23),

Y P /p+0)? < (1/0)D p* <’/ (e logy) = (n(y) — k) (w —1).

On en déduit alors 'estimation annoncée. O
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Pour notre résultat suivant, nous posons

dh i€
(2:32) 5, — ih | L(2e) (h>1)
dgn
£=0
et nous remarquons que §; = k d’apres (1-7).
Considérons
(2-33) R:= L{1+log*(k/L)}

ou L est, rappelons-le, défini par

_ h(w) logy
L= wlog w o (log(y/w))'

Posons enfin

}% si 1<k< e_VlogyW(y)
1
(2:34) b= T ¢ 8Yr(y) <k < (1—1//logy)m(y),
w—1 si k> (1-1/ylogy)m(y).

Lemme 8. Uniformément pour 1 <k < w(y)—1, on a

(e
(23) = (k= —nt) ) 1+ 0B,
(e ey
(230 b = (= —Lrn(y) - Eozn(s) ) 1+ O(E)),
et
(2-37) 03 < 09 < min{k; 7(y) — k}.

Sous les mémes conditions, il existe une constante k > 0 telle que

d*(p(ee™))

(2-38) sup ac

ls|<r

(8)' = 0x(02).

Démonstration. Commencons par les estimations de d2 et d3. Si 1 < k <e” 1Ogyw(y),
'utilisation de (2-29) et de la formule de Cauchy donne pour h > 2,

5 :k+0(rig+g)

Or (2-23) montre que le terme d’erreur est < k/R, d’ou l'on tire

50 w=rfro(})
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Par ailleurs, dans ce domaine de k, 'estimation (2-23) de p permet d’obtenir les égalités
0 k
o)
" Qﬂ(y) 7
2 )+ 2 () = 0%
o+y (v + o) R

qui, associées & (2-39) pour h = 2, 3 donnent (2-35) et (2-36) pour 1 < k <e~ VI°8Yr(y).
Si (1—1/ylogy)m(y) < k < m(y) — 1, on utilise, cette fois, I'égalité (2:30) et la formule
de Cauchy de fagon a obtenir, pour tout h > 2

(2-40) on = (7(y) — k){1+O(w — 1)}.

Or, pour ces mémes valeurs de k, (2:23) permet de voir que

4 _
k— mﬂ(y) = (7(y) — k){1+ O(w —1)}

oy
——(y) — ———=7(y) = (7(y) —k){1+O(w—1
—n(y) ~ 2szml) = (7(s) ~ B){1+ Otw = 1)
ce qui, associé a la formule (2-40) pour h = 2 et 3 nous fournit (2-35) et (2-:36) pour
(1 —1/VIogy)n(y) < k < w(y) — 1. Il reste & considérer les valeurs intermédiaires

de k comprises entre e~ V°8¥r(y) et (1 — 1 / VIogy)m(y). Pour ces valeurs, on pose
T =T, = (logy)eV'°8¥ et on écrit pour h >

/y odt B /y/T ohdt N /y oMdt
o (t+o)tlogt  Jo  (t+ o) logt g7 (t+0)logt
. logT 1 —o" =y
:O(h(y/T))—i-{l—i-O( 5 >}

logy /Jlogy [(h — Dt + o) Hi=y/r

Y Y
= an(y) +0( )
arn(y) + a10g3/2y + Tlozy

ou
_olytott -t
y (h=1)y+o"!
Donc, d’apres le théoreme des nombres premiers et estimation (2-23) de p, on peut
conclure que

2

0y =k — };m
— k- QTQyﬂ(y) +O(Qiylog§/2y + TlZgy)
= (k- Qiyﬂ(y)){l +O<\/1i@)}
et que
b3 = 2.7 pz(p—i@)3

:<k_@Tgy7T(y) y+@ ) 1+ log )}

Reste alors & constater que les estimations (2-39) et (2- 40) impliquent (2-37).
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Passons maintenant & la majoration de la dérivée quatrieme de & +— ¢(pe’) dans
un voisinage de lorigine. L’utilisation de (2-29) et de la formule de Cauchy permet
d’affirmer lexistence d’une constante k1 > 0 telle que pour |s| < k; et uniformément
pour 1 < k < 7(y)/2, on a

d*(p(ee)) , |
T(S)‘ = Oy, (k).

sup
[s|<k1

Or, pour ces mémes valeurs de k, le résultat (2-35) montre que d < k, ce qui permet de
conclure dans ce cas. Par ailleurs, 1'utilisation de (2-30) et de la formule de Cauchy permet
d’affirmer 'existence d’une constante k2 > 0 telle que pour |s| < k2 et uniformément pour
m(y)/2 <k <m(y) -1,

d4 ezf
D ) = 0ot )

sup
[s|<ko

Or pour ces mémes valeurs de k, (2-35) montre que 02 =< 7(y) — k, ce qui permet encore
de conclure dans ce cas. On prend £ = min{k1; Kka}. 0

Lemme 9. Uniformément pour 1 <k < 7w(y) —1, on a

(2:41) |F(0e™,y)| < F(o,y) exp {—89%6,/7%} (9] < ).

Démonstration. Pour tout nombre premier p, on a

2 (1+]§)2<1 B 29(1—(;0519)).

p(1+0/p)?

0e?
p

‘1+

En effectuant le produit de ces égalités pour p < y, on obtient

|F(0e™,y)| { op } 8 1o
— 7 {ex —4(1 — cos® —— bt <expy — =090
F(o,y) P ( )g(gﬂo)Q p{ w2 2}

d’apres (2-32). 0

2.3. Démonstration du Théoréme 1

On distingue deux cas selon que p est «grand» ou «petit». Lorsque o < 1/3, alors
|lw| = 1 implique |w — 1| < (14 p)/2p et la relation (2-29) est applicable pour évaluer
I'intégrande de (1-6) en tous points du cercle |z| = p|w| = p. On peut donc écrire

1 _ klw — 1)? k. ke
ox(y) = 5~ j{w:l (0,y)e { + ( Tozss )}9 w w

On a en effet o/(1 +1log" o) = 0 < k/log,y < 1, de sorte que la formule précédente
découle immédiatement de (2-29). En explicitant le terme principal, il vient

k¥ k T ‘
o, (y) = F(o, y)e_kg_k{g + O< / ekeosd (] — cosﬁ)dﬁ) }

IOgZ YJ)-xn
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La derniere intégrale est classiquement

g 2 2 kF 1 ek
k —2k92 /72 92 kp.—3/2 = .
<Le /ﬂe ¥°dY <« ek <<k;'k TR )

D’ou

—k
oi(y) = —@nggg{lm(b;y)}.

La formule (2-35) permet de voir que /35 = vk{1 4+ O(1/log, y)} donc nous avons établi
(1-9) pour p < 1/3.

Dans la suite, on suppose donc que ¢ > 1/3. On évalue alors 'intégrale de Cauchy (1-6)
en développant la fonction ¢(ge?”) en série de Taylor. On sait, d’apres (2-38), qu'il existe
une constante absolue ¢ telle que pour |J| < ¢, on ait (puisque §; = k)

©(0e™) = () + ikt — 62097 /2 — 1639 /6 + O(529).
Par conséquent, on a, pour |¥] < 05;1/3,

(2:42) F(oe™,y)e ™ = F(o,y)e """ /2{1 — i659° /6 + O(629* + 520°)}.

Désignons par J; et Jy les contributions respectives des domaines || < cdg /3 et

053_1/3 < |9 < 7 a lintégrale

T F(0e™.y) _ipe
—ZCe VdY,
/_7r F(o,y)

de sorte que l'on ait, d’apres la formule (1-6),

(243 7t(0) = 2B (7, + 1),

Il découle de (2-42) que

Ji = / e %27 2(1 4 O(5,9* + 6209)}dv,
[9|<cs; H?

car la contribution du terme en 92 est nulle par symétrie. En effectuant le changement de
variable t = 9/d2, on vérifie sans peine que la formule précédente devient

J1 = /2m/62{1 + O(1/62)}

car (62)%(83) 72 =< &2 d’apres (2-37).
Par ailleurs, (2:41) permet de majorer largement J. On a

Jo < (02) V2 exp { — 8c%(82) /3 1%} < (62)73/2.

En reportant ces estimations dans (2-43), on obtient alors

i -0 (14 o(L))
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On remarque, d’apres (2-35), que 2 < k et donc que
=V2r {14+ O(1/k)} = V21 {1+ O(1/8)},

ce qui, reporté dans ’estimation précédente, donne

it = LB 1 o( 1))

Associée a (2-37), cette formule implique (1-9) lorsque k& > log,y. Cela acheve la
démonstration du Théoreme 1.

2.4. Démonstration du Corollaire 1

Pour démontrer le premier corollaire, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 10. Uniformément pour 1 < k <7(y) —1, on a

(2-44) QD(Q)ZIOg(l—'— ) ()+k+0<]ogy)

Démonstration. D’apres (2-28), on a

(o) = / log (1+ )dﬂ(y)

Y

o 7(t)
=1 1 ———=dt
°g< + +/2 t+o t
= lo (1+ +/y o &g /yL a
& o- t+ologt ~ t+ o (logt)?

k

10g<1+ ) ()+k+0( >

logy

et le résultat est démontré. O

La formule (2-44) implique que
F(o,y) = expp(o) = " (1 + 0/y)™™ exp {O(k/logy)} .

Par ailleurs, il découle de (2-23) que

(0l = (k70 e {0 (2222)

= (k/L)F exp {O(k10g3y> }

logy y

et

Enfin, (2-35) implique en particulier

TR = {o(222))

log, y

L’estimation (1-18) est alors une conséquence simple de (1-9), des trois résultats précédents
et de la définition (1-8) de W (k).
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2.5. Démonstration du Corollaire 2

Lorsque y est fixé, nous pouvons considérer o = o(k,y) comme une fonction de k et
étendre son domaine de définition a tout l'intervalle [k, k + 1] de sorte que p soit dérivable
et vérifie toujours (1-7). On pose alors g9 = o(k,y), 01 = o(k + 1,y) et

K(m) =log F(o(m,y),y) —mlogo(m,y),

de telle facon que, d’apres (1-9),

0hi1(y) B ht / d2(k,y)
(2-45) W—eXp{ : K(m)dm} m{1+0(5k,y)}»

ou 'on a posé

1
oy T min{k +log, v ; 7(y) — k:}
Or
o Fletmy)y) — m
K'(m)=o (m,y){ Flolm,y).y) Q(my)} log o(m,y) = —log o(m, y)

d’apres (1-7). De plus, d’apres (2-23), on a, pour m € [k, k + 1],

o(m,y) = Q(k7y){1 + O(igiig)}

donc

1
K'(m) = —log 00 + O(M)-
log, y

On en déduit que
k+1
1 logs y
2-4 K'(m)dmp = —{1 =87 1.
(2-46) exp{ : (m) m} Qo{ +O(log2y)}
D’un autre coté, (2-23) et (2-35) permettent de voir que
02(k, y) logz y
2.4 25y _fy 283U 1
(247) S (k+1,y) { +O<log2y>}

On conclut alors sans difficulté en introduisant (2-23), (2:46) et (2-47) dans (2-45). 0

2.6. Démonstration du Corollaire 3

Par symétrie, nous supposons pleinement que 77 > 0. Lorsque le nombre entier k est fixé,
nous définissons la fonction y — o(y) = o(k,y) comme 'unique solution de 1’équation

_2 _
I;IIHQ "

et nous posons
N(y) = log {F(o(y),y) — klogo(y)}

_ /ly log (1+ @)dﬂ(ﬂ — klog o(y).
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On vérifie facilement que

AN (y) = log (1+ %)dw(y)

de sorte que l'on peut écrire, d’apres (1-9),

oply") _ [d2(y'tn) o(p)
(248) ;};(y) — 252(y) exp{ Z log (]. + 7) + O(Ek,y)}v

y<p<yltn

ou l'on a posé
1

min{k +logy y; m(y) — k}

5k,y =

Lorsque y < p < '+ < ¢! avec

Llogwlogsy
No 1= ———
logy logyy

)= 7{1+ (p)}

on a, d’apres le Lemme 6,

Il s’ensuit que

£ (o) (oL s )

y<p<y'tn y<p<y'tm

= 2 {log(1 + 1) + O(e"VE))
+O(M(n+ef@) N ’f_Q)

Llogyy L?ylogy
_k log(1 + 1) + O(Ee—\/logy + T,M).
L L Llog,y

Par ailleurs, il découle en particulier des Lemmes 6 et 8 que

d2(y'*m) _ {nkl‘)g:sy }
d2(y) Llogyy

En associant les deux précédentes estimations et (2:48), on obtient bien (1-22). O
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3. Introduction

Soient z > 2 et k € N*. Désignons par m;(z) le nombre d’entiers naturels n’excédant
pas z et possédant exactement k facteurs premiers distincts. Nous consacrons ce travail a
Pestimation de 7 (x).

Désignons par {p; },;>1 la suite croissante des nombres premiers ; par w(n) le nombre de

facteurs premiers distincts de l’entier n (avec la convention w(1) = 0) et définissons

(3-1) K = K, := maxw(n).

n<xw

K, est donc 'unique nombre entier tel que pip2...px < © < P1P2...PrxPK+1- Le
théoreme des nombres premiers permet d’estimer K,.(Y) On a, pour tout entier m > 1,(?)

li (log z){1 + O (e_(log2 2 )}
(3-2) Ky =4 logz {1 1 m! Om<(;)}

log, ' log, z)m+1

g,z ' Togya)m

Il est clair qu’un nombre entier n < x ne possede pas plus de K, facteurs premiers distincts
(sinon n serait supérieur a pips...pxPr+1) €t que, réciproquement, il existe au moins
un nombre n < z qui en possede K, (par exemple le nombre pips...px). Nous obtenons
donc que 7 (z) = 0 si, et seulement si, k& > K. Le comportement de 7 (z) reste & élucider
pour z assez grand et 1 < k < K.

3.1. L’historique du probléme

L’histoire de la fonction 7 (z) a aujourd’hui un peu plus d’un siecle. Lorsque k est fixé,
Landau [20] a démontré en 1900 que 7 (z)/x suit asymptotiquement une loi de Poisson
de parametre log, x, autrement dit que

(logy2)*~!

(k—1)! logz

() ~ (r — +00).

Depuis, de nombreux chercheurs ont précisé le comportement asymptotique de 7 () pour
des valeurs de k appartenant & d’autres sous-domaines de U'intervalle [1, K,].

Le premier résultat de ce type date de 1948. Dans son étude [15] des entiers composés
de k facteurs premiers, Erdds a démontré que l'estimation de Landau persiste lorsque

k =logy x4+ O(y/log, z).

Cing ans plus tard, Sathe [22] et Selberg [23] ont unifié et précisé les résultats de Landau
et Erdés en démontrant que la formule

O X k-1 xr
(@) = F(logkga:) (1(22 )1>! oge ! +o(10g12x)},

(3-3) F(y) = ﬁ 1;[ (1 + %) (1 . %)y,

est valide uniformément lorsque x > 3 et 1 < k < log, x.

1. Ces estimations sont établies dans [13].
2. Ici, et dans toute la suite, log, désigne la ¢-ieme itérée de la fonction logarithme.
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Leur résultat est resté le meilleur de ce genre jusqu’en 1987 ou Hensley [18] a établi que
l'on a, uniformément sur le domaine = > x et k < (logy )%/ ((logs z)3/%log, ),

k—1

) o) = () s S e { - 4 (12) Y+ 0 =)}

Parallelement a cette recherche d’équivalent asymptotique, plusieurs auteurs ont donné
des majorations et des minorations de 7 (x). Un raisonnement par récurrence permet
ainsi de démontrer I'inégalité de Hardy—Ramanujan [17] (1917) :

(logy +c2)F1 o
(k—1)! log x

ou c¢; et ¢o sont deux constantes absolues.

mh(z) <o (>3, k>1),

Plus récemment, Pomerance [21] a établi un encadrement de 7 (x) sur le domaine = > x
et (logy )+ < k < (logz)/(3logy x), donné par

(3-5) mr(z) = ]{:!l—zgazeXp{k<IOgLo+ lolg;fo +OE<LLO))}7
ol
(3-6) Lo := log (%).

Il est également possible d’établir une majoration de m(z) a l'aide de la méthode de
Rankin. Considérons la série de Dirichlet F', des variables complexes z et s, donnée par

Zw(n)

z
(3-7) Flzys) =Y — :H<1+psf1)
n>1 p
et définie a priori dans le demi-plan Re(s) > 1. Pour tous nombres réels r > 0 et o > 1,
on a -
i (z) = Z 1< er(”)_k (—) =r*27F(r,0)
n<x n>1 n
w(n)=k
et donc

7Tk(33) g infT>0’g>1{7"_kiL‘UF(T, U)}

Nous verrons au cours de la démonstration de la Proposition 3 que la fonction (r,0) —
r~*27 F(r,0) est une fonction log-convexe dont la borne inférieure est atteinte en un point
(r,o) = (a, p) solution du systeme

0 1 k
[EIOgFO’,U)] r—o = c p—a—l—kg_zj
(3-8) o |
ologp
— —log F(r,o = = log x.
|5 oe >L_g 2T e 179

Lorsque x > 3 et 1 < k < K, nous montrerons, dans la Proposition 3, que ce systeme
admet une solution unique («, 0) = (a(k, z), g(k,x)).(?’) On a donc

m(z) < 0 "2 F (o, ).

3. Précisons que dans le cas particulier ot k = K, = K, le systéme (3-8) admet une solution
(0, ) si, et seulement si, x # p1p2...pr (en particulier si x n’est pas un entier). Si k = K, et
T =pip2...PK,on a i (z) =1.
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En 1988, Hildebrand et Tenenbaum [19] ont réalisé un progres remarquable dans
lestimation de mx(x). A l'aide de la méthode du col en deux variables, ils ont démontré
que l'on a, uniformément pour x assez grand, 1 < k < (logz)/(logs 2)?, o = a(k, x) et
0= Q(k7 33)7

(3:9) () = Q_kwaF(M)logx {1 N O(L) }

Malgré sa nature a priori moins explicite que la formule de Sathe-Selberg, ce résultat
possede de nombreux avantages.

D’une part, le saut quantitatif entre le domaine de validité de (3-4) et celui de (3-9)
révele la pertinence de cette méthode pour évaluer 7y (x). Nous reviendrons sur ce point
dans le chapitre suivant.

D’autre part, estimation (3-9) peut fournir des améliorations de 1’évaluation de Hensley
(3-4) et de l'encadrement de Pomerance (3-5). Pour cela, on introduit dans (3-9) des
évaluations convenables de p et « afin d’obtenir des estimations explicites de mx(x).
Ainsi, v désignant la constante d’Euler, on a, uniformément pour x assez grand et
1 <k < (logy )2,

u(a) = Pl B ey 4 o(LEay)

logz (k—1)! log,
avec
log(2 Yo 1 2
b < 0g(2 + €"yo ogyo)) ot goi= — .
logy logy

Ce résultat améliore (3-4) tant pour la précision que pour le domaine de validité. La
méme technique permet de donner une estimation de 7 (x) qui précise (3-5) lorsque
k > (logy x)%. Cependant, dans ce dernier cas, la formule obtenue ne fournit pas un
équivalent de 7 (x) mais seulement les premiers termes d’un développement asymptotique
de log 7 (). Avec la notation (3-6), on a, uniformément pour x assez grand et (log, 7)? <
k < (logz)/(logy )?,

(3-10) ()

exp {k(logMO + L + O(R0)> },

" Klloga Moy

ou

o log Lologx
Mo = log (klog(2 T k:/Lo)> +logs (klog(2 T k:/LO)) g

et
1

1 1
Fo:= Lo (log(2 +k/Lo) + L_o)'
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L’un des autres intéréts du résultat de Hildebrand et Tenenbaum est qu’il permet
d’obtenir des formules dites semi-asymptotiques pour 7 (x), ¢’est-a-dire des estimations du
comportement des rapports 7 (z)/mx(x) et mi(x) /7 (x) lorsque k' et =’ sont « proches »
de k et x. On retrouve la 'un des attraits les plus significatifs de la méthode du col :
celui de fournir naturellement le comportement explicite du quotient de deux quantités
dont les équivalents asymptotiques ne sont connus qu’au travers de grandeurs définies
implicitement (comme c’est le cas ici pour p et «). Ainsi, pour les petites variations en
k, il découle de I’évaluation de Hildebrand et Tenenbaum que, pour z assez grand et
1 <k < (logz)/(logy z)?, on a

(3-11) —Wf;:zg) = %{1 + O(%) }

Pour les petites variations en x, on a, uniformément pour x assez grand, 1 < A < z et
1 <k < (logz)/(logy )%,

i (Ax) log(Ax)\k/Lo—1 1 k(log L) log A
12 = — el e L.
(312) A () ( log x > P {O(Lo * L3logx >}

Ces estimations semi-asymptotiques sont liées & un probléme connu d’Erdés. Dans [15],
il a émis la conjecture que pour x assez grand, la suite k — 7 (z) est unimodale, c’est-a-
dire qu’il existe un nombre entier ky = ko(z) tel que

mi(2) <o) < - - STk (2) 2 Wp g (@) 2> -

En 1989, Balazard [13] a démontré cette conjecture.(*)

Pour les valeurs de k d’ordre inférieur & (log x)/(log, )2, ’estimation semi-asymptotique
(3-11) fournit, pour une certaine constante cg > 0, une forme effective de la stricte
croissance de k — m(x) pour 1 < k < logy x — c3 et de la stricte décroissance de mi(x)
pour logyx — c3 < k < (logz)/(logy )%, Dans l'intervalle |k — log, x| < c3, Balazard
s’appuie sur une amélioration de la formule de Sathe—Selberg pour lever I'incertitude sur
le signe de 7mp11(x) — mi(z). Il montre ainsi que le maximum de 7 (z) est atteint pour
k= ko =logyx + F'(1) + A(x) (ou F est définie par (3-3)) avec liminf, ,,oA(z) =0 et
limsupy oo A(z) = 1 (cf. [13] et [14] pour plus de détails). Si k < (logz)/(logy x)?, on
connait donc précisément le comportement asymptotique du rapport w11 (z)/mk(x).

Le raisonnement de Balazard permet de démontrer la décroissance de la suite k +— ()
pour k > ko(x), indépendamment du résultat obtenu par Hildebrand et Tenenbaum. Il
complete donc la preuve de la conjecture d’Erdés pour les valeurs de k& d’ordre supérieur
a (logx)/(logy z)?. Son idée essentielle consiste & considérer 74 (z) comme la valeur en
y = 2 — ¢ du nombre 7 (z,y) d’entiers plus petits que x ayant k facteurs premiers
distincts tous strictement supérieurs a y. L’intérét de cette derniere fonction est qu’elle
vérifie I’équation fonctionnelle

Trt1(2,y) = Zm(}%,p)

P>y
v>1

qui se préte & un raisonnement par récurrence. Au cours de ce raisonnement, Balazard
utilise de maniere cruciale les résultats d’Alladi [11] sur la fonction mx(x,y).

4. Dans le méme travail, Balazard démontre aussi I'unimodalité des suites k — >, . (0= p(n)?
etk . Q(n)=k 1 ol u désigne la fonction de Mébius et Q(n) le nombre de facteurs premiers,
comptés avec multiplicité, de I'entier n (avec la convention (1) = 0).
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L’objet de ce travail est de donner une évaluation asymptotique de my(x) valable
uniformément pour z > zo(¢e) et

1-— 1
(3-13) 1<k<Kpe avec Koo i= (1+ E) 8T
’ log, x/ logy x

ou € > (0 est un nombre réel quelconque fixé.

Nous donnons ainsi une évaluation de 7 (x), pour x assez grand, sur un large domaine de
valeurs de k (quasi optimal d’apres l'estimation (3-2) de K.). En particulier, la proportion
K, ./K, de lintervalle [1, K] traitée par notre domaine tend vers l'unité alors qu’elle
tendait vers zéro avec le résultat de Hildebrand et Tenenbaum.

D’autre part, nous obtenons une forme effective de la décroissance (en k) de la suite
7 (x) pour les grandes valeurs de k. Cela permet de retrouver et de préciser 'unimodalité
de m,(x) pour k < K, ., par une méthode différente de celle de Balazard. En choisissant
e < log2 et en utilisant un résultat de Balazard® pour k > K, on obtient ainsi
une nouvelle démonstration de 1'unimodalité de la suite k +— 7 (z) par une méthode
indépendante du raisonnement par récurrence mis en place par Balazard dans [13].

Le domaine (3-13) correspond aux valeurs de k pour lesquelles la seconde coordonnée
a = a(k,z) du col reste bornée. Il est toutefois possible, au prix de plusieurs complications
techniques, d’adapter la méthode que nous présentons ci-apres pour obtenir une évaluation
de 7 (z) sur le domaine

1<k<K,, avec K,_:={1—e (o= I)I/Q%}Km.
Sous ’hypothése de Riemann, il est méme possible d’agrandir ce domaine a

1<k<K,, avec K ={1- (1ng)fl/2+s}Kx.

3.2. Résultats obtenus par la méthode du col

3.2.1. Description de la méthode du col

La méthode employée dans ce travail est celle de Hildebrand et Tenenbaum dans [19] :
la méthode du col en deux variables.

Comme 7y () apparait comme le coefficient de z* dans le polynome Y on<a 24 es
formules de Taylor et Perron permettent d’écrire, pour r >0, 0 > 1 et x ¢ N,

dz oo =k SF(z s)

3-14 2 = dsd
( ) 7Tk; ZL‘ 217T f = Sk+1 jI{Z _T/U i sdaz
ou I a été définie par (3-7), c’est-a-dire

(=
Z,8) = = + )
= ns . ps -1

5. Ce résultat énonce que pour les trés grandes valeurs de k, c’est-d-dire pour x > xzg(cq) et
k> {1l —ca/logyx}K, avec 0 < c4 < log2, 'inégalité mp11(x) < 7 (x) découle de Dexistence
d’une injection de 'ensemble {n < = : w(n) =k} vers 'ensemble {n <z : w(n) =k —1}. Il est
démontré dans [13] dans le cas des entiers sans facteurs carrés. Nous donnons dans le chapitre 6
la preuve de Balazard dans le cas général.
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Le principe de la méthode du col consiste alors a choisir pour le couple de parametres

(r,a) € ]0,+00[ x |1, +oo] le point-selle de la fonction z=*z*F(z, s), c’est-a-dire le point
(0, ) dont les coordonnées satisfont le systeme (3-8) défini, rappelons-le, par

1 k
> —— ==
p

p—1to o
ologp
= log x.
Zp: (1 =p=)(p*—1+0)

La contribution principale a la double intégrale (3-14) est alors donnée par un petit
voisinage autour du point-selle (p, ), dans lequel la formule de Taylor fournit 1'ordre
de grandeur de la fonction intégrée.

3.2.2. Estimation de 7 (x) par la méthode du col

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal. Rappelons que

1-— 1
Kpe= (14— )2l et W) =Tt/ 2e!
’ log, x/ logy x

de sorte qu’en vertu de la formule de Stirling, on a W (t) = v27{1 + O(1/t)} (t — o0).

Théoreme 2. Soit ¢ > 0. Pour x assez grand, 1 < k < K., o = a(k,z) et o = o(k,z),
on a

re(a) = o0 k¥ F(p, ) {1+Os( (log, z)° >},

(319) " WEW(0)avs VE+ (log, )°

ot & désigne le hessien de Uapplication g : (9,7) — log F(0e™, o + i7) au point (0,0).

En particulier, sous les mémes conditions et pour k> (log, x)'?, on a

o Fa"F(g,0) {1 N OE((IOgQ x)° )}

(3-16) i(z) = rado N

L’existence du hessien
§ := 029(0,0) x 92g(0,0) — {999,9(0,0)}*

découle de l'existence et de la différentiabilité de P'application g au voisinage de (0,0).
Celles-ci seront justifiées au cours de la démonstration.
Lorsque k < (logz)/(logy )2, nous montrerons (formule (6-1)) que I'on a

Vs = \/k/o(logz){1 + O(1/Ly)}.
Cela permet de retrouver le résultat (3-9) de Hildebrand et Tenenbaum a partir de (3-15).

Nous donnons, dans les Propositions 1 a 8, des évaluations asymptotiques des quantités
a, o et 6. Elles permettent de déduire de la formule (3-15) des estimations explicites de
mi(x). Ces évaluations sont présentées dans le chapitre suivant.
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3.2.8. Estimations explicites de mj(x)

Comme dans le cas du résultat de Hildebrand et Tenenbaum, I’évaluation implicite
(3-15) fournit des formules explicites lorsqu’on y insére des approximations convenables
de o, a et §. Ces estimations sont établies dans les Propositions 4 a 8.

Introduisons maintenant les notations nécessaires pour présenter ces évaluations.
Nous posons

(3-17) wi=—

et nous introduisons le parameétre x défini implicitement par I'identité

k:(l— r )Kx
log,

ou explicitement par la formule
(3-18) k= (1—1/w)log, z.

Lorsque k parcourt lintervalle [1, K, .|, pour ¢ > 0 fixé, on constate donc que les
parametres w et k vérifient, pour x assez grand, les inégalités

14 <w< K, et e < Kk <logyx.

log,

Considérons

(3-19) G(t) :=te /Oo v (t > 0).

uev

La fonction G définit sur |0, +oo[ une application strictement croissante & valeurs dans
10, 1[ qui vérifie, v désignant la constante d’Euler,

1 1
tlog (;) —'ytJrO(tzlog ;) (t — 0+),
(3-20) G(t) = L .
1—¥+t—2+0(t—3) (t — 400).

Nous notons G~ : ]0,1[ — ]0, +-oc[ lapplication réciproque de G et nous définissons la
fonction H :]1,+o0o[ — |0, +o0] par

(3:21) H@yzaj%ﬁﬁ

Les estimations (3-20) impliquent

1 2
wlogw 4+ wlogy w —’)/w—i—O(m)
log w

w(w—1){1+0((w—1)%} (w — 14).

(322)  H(w) = (w = +o0),

En particulier, on a, uniformément pour w € |1, 4o00],

(3-23) H(w) < wlogw.
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La fonction H est dérivable sur |1,+oo] et sa dérivée H' est une fonction strictement
positive qui vérifie I’équation différentielle
H(w)?

H'(w) = w(H(w) +1-— w)'

En combinant cette formule aux estimations précédentes de H, il vient

(logy w)2

logw+log2w+'y+1+0(
log w

(3-24) H'(w) = ) (w — +00),

14+ 0(w—-1) (w — 14),

de sorte que l'on a, uniformément pour w € |1, +o0],

(3-25) H'(w) <1+ logw.

Nous définissons également des fonctions S et ¢ sur |1, 4o0[ par

sin(m /o)

2 = ST/9) 1
(3.26) S(0)i= L (> )
et

cos(m/o)

-2 =1—-——"= 41 1).

(327 o(0) S reSe) (0> 1)

L’application ¢ définit une bijection décroissante de |1, +oo[ sur |0, +oo[ dont le com-
portement lorsque o tend vers 1 est donné par

(3-28) o(1+h)= % +logh+14 O(h) (h — 0+).

Nous notons ¢ : |0,+o0o[ — |1, +oo[ Papplication réciproque de la fonction ¢ et nous
remarquons que (3-28) implique

(3-29) W(t) =1+ % + o(l‘;_ft) (t — +00).

Les définitions de w, H et 1 données ci-dessus nous permettent alors d’introduire la
quantité

(3-30) B = (e, k) = (H(w) log, z).

Il résulte des estimations précédentes que 3 vérifie

1+

klog w O<( klogs w ) si k= o(K,),

log logw)?log z
log;
s 0 (g )
oz, T \log, 2

1 log(1 + 1
14—+ 0( sl tr) | )
K K logs,

si w > wgy avec wg > 1,

(331)  p=

sik~ K,

1
P(K) + Oc iy (—) sie < Kk < Ko avec kg > €.
\ log, @
En particulier, pour tout € > 0 fixé, on a, uniformément pour 1 < k < K, .,
1
3-32 e e I
(3:32) b w(logw) log, x
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Avant de présenter nos estimations de «, ¢ et d, nous introduisons la fonction

(3-33) ki(o) == exp{ — 10_8§82)2 (S(l E +1— (o) - go(a))} (o0 >1).

o
On peut noter que
(3-34) k1(l+h) =14 2hlogh+ O(h) (h — 0+)
de sorte que, pour tout € > 0 fixé, on ait x1(8) < 1 pour 1 < k < K, . et, de maniere
plus précise, k1(8) — 1 si kK — +00.

Avec les notations précédentes, nous pouvons énoncer les estimations de «, o et § que
nous démontrons dans les Propositions 7 et 8. Nous donnons, dans les Propositions 4, 5
et 6, des résultats plus précis sur le comportement asymptotique de « et ¢ dans certains
sous-domaines de U'intervalle [1, K .].

Proposition 1. On a, uniformément pour x assez grand et 1 < k < K, .,

(335) a—1:(5—1){1+05(%)},
(3-36) 0=r1(8)(S(B) logx)ﬁ{l%—()s(W)}
et

- S(8)? &
(3:37) - 1525(5)? rImit +OE(W)}'

En particulier, on a, uniformément pour x assez grand et 1 < k < Ky ¢,

1 E \#
3-38 =<1 = )
(3:38) “ w(logw) log, x <b ¢ <logw)
et
- 1)1
(3-39) g = Dlogw g oy

En introduisant les évaluations de la Proposition 1 dans la formule (3-15), nous obtenons
une estimation de m(x) du méme type que (3-10), valide pour les grandes valeurs de k.

Corollaire 4. Soient e > 0 et n > 0. Pour x assez grand et (logy )17 < k < K, ¢, on a

(3-40) m(z) = 2P (m)kﬁ exp {On,s (m) }

L’estimation (3-10) fournit une évaluation de 7y (z) lorsque k < K,/ log, x. La formule
(3-40) prend le relais lorsque e~ (1082 f“)l/SKw < k < Kg .. On obtient par exemple,

1 1
pl-1/w exp 4 Ow M si w > wo avec wy > 1,
0 log, x

(341)  mi(x) = xll/wexp{()(log(Hﬂ) logar Hlong)} si k ~ Ky,
K logy ©

0.0 (1/ log, ) sie < k< Kg avec kg > €.

En particulier, on voit que 7 (z) = z°M) i et seulement si, k ~ K.
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3.2.4. Estimations semi-asymptotiques

On sait par ailleurs que I'un des attraits de la méthode du col est de permettre I’étude du
comportement local et 'obtention de formules semi-asymptotiques. Dans ce cadre, nous
obtenons deux résultats (les Corollaires 8 et 9) qui généralisent (3-11) et (3-12). Par souci
de simplicité, nous présentons ici une version légerement moins précise de ces résultats.
Les notations sont celles du paragraphe précédent.

Corollaire 5. Soit € > 0. Pour x assez grand et 1 <k < K, ., on a
mesi(z) 1+ 0(1/(logyx)'/*)
(@) K (8)(S(8) logx)”

En particulier, on a sous les mémes conditions

(3-42)

(3-43) Wﬁ:(lé?) _ (loiw>6‘

Ce résultat permet de retrouver la décroissance de la suite k +— mg(x) sur Uintervalle
logy +0(1) < k < K, - par une méthode différente de celle de Balazard. Nous obtenons
également la forme effective de la décroissance (en k) de la suite m(x) pour les grandes
valeurs de k. Ainsi, la formule (3-43) et les majorations qui en découlent,

Tg+1() 1 K, logsy
— < —log|— ;
k() <<k Og(k)<< k

illustrent un comportement de décroissance tres rapide de la suite lorsque k devient grand.
Par exemple, si e K, < k < (1 —¢)K, avec € > 0 fixé, on a

Tr1(z) _ H(w) logyw 1 log,
() el/H(w) log z: { * 8((log2 x)1/4>} ° logw

Pour k > K, . avec € < log2, on peut compléter la démonstration de I'unimodalité
de k — mi(z) en utilisant un argument combinatoire du a Balazard. Nous énoncons
ici ce résultat dont nous présentons, au paragraphe 6, la démonstration de Balazard.
Nous obtenons ainsi une preuve complete de I'unimodalité de 7 (z) indépendante du
raisonnement par récurrence de Balazard et des résultats d’Alladi pour la fonction 7y (z, y).

Proposition 2 (Balazard, 1989). Soit ¢g < log2 = 0,69315.... Pour x > xo(eo) et
k> Ky, on amper(x) < ().
Pour les «faibles variations en x », nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 6. Soient €,¢' > 0. On a, uniformément pour x assez grand, 1 < k < K, . et
1< A < xO(l—l/w),

(3-44)
i (Az) _ (log()\:p) > (B—1)logz—1 expd O 1 (logs )2 klog A _
ATy () log z =%\ (logy )14 (logy z)1/2 log wlog x

En particulier, la relation asymptotique
Te(Ax) ~ Am(x) (x — +00)

est vérifiée pour 1 < k < Ky e, si, et seulement si, log A = o((log wlog )/ |k — log wl).
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4. Existence, unicité et estimations du col

Dans ce chapitre, nous établissons les estimations nécessaires pour la fonction F(z, s) et
les quantités p, a et . Rappelons que F' est définie par (3-7), que « et o sont les solutions
(sous réserve d’existence) du systeme (3-8) et que § est le hessien (la encore sous réserve
d’existence) de I'application g : (¢, 7) — log F'(0e"’, a4 i1) au point (0,0).

Dans toute la suite, nous écrivons z =re’ et s=o+irour >0, —-r <9< weto,r
sont deux nombres réels. Nous restreignons les variables z et s au domaine

1

41 Y] < <—

, o>1,

N =

On vérifie alors que Re(1 + z/(p° — 1)) > 0, ce qui nous permet d’écrire la fonction
F(z,s) sous la forme F(z,s) = exp f(z,s) ou f(z,s) est définie par la série absolument

1)’

dans laquelle les logarithmes sont pris en valeurs principales.

convergente

(42) f(z8) = log (1 T——

ps

Dans le domaine complexe (4-1), la fonction f(z,s) est une fonction analytique de
deux variables et possede donc des dérivées partielles 907 f & tout ordre.(®) Pour des
raisons pratiques, nous adoptons la notation f, ., s, ou les lettres z et s sont répétées
respectivement £ et m fois, pour désigner la dérivée partielle 9207 f.

4.1. Existence et unicité du col

Rappelons que K = K, est défini comme 'unique nombre entier tel que p;...px <
T < p1...PKPK4+1 OU, ce qui revient au méme, tel que ¥(px) < logz < ¥(px41).”) Nous
allons démontrer que le systeme (3-8) défini par

1 k
)

p

Z rlogp ~logz
—~ (1=p=7)(p7 —1+7) '

admet une solution unique (r,0) € ]0,+oo[ X |1,+00[ si 1 < k < K, et qu’il n’en admet
pas si k > K,.® Ce résultat implique donc en particulier Pexistence et I'unicité du point
col (p, ) lorsque 1 < k < K, . pour tout € > 0 fixé.

Il est remarquable qu’il y ait une adéquation aussi forte entre le domaine d’existence
du col (o, @) et le domaine sur lequel la fonction 7 (x) n’est pas nulle. C’est une preuve
supplémentaire de la pertinence de la méthode du col pour évaluer la fonction ().

Proposition 3. Soit © > 3. Si ¥(pk) < logz (resp. V(px) = logx), le systéme (3-8)
admet une solution unique (o,c) avec p > 0 et o > 1 si, et seulement si, 1 < k < K,
(resp. 1 < k < K, ).

6. Sous réserve d’existence de a et g, 'analycité de f justifie I’existence du hessien §.
7. 1 désigne la fonction de Chebychev définie par ¥(y) := Zpgy log p.
8. Voir la note 3 pour le cas ou k = K.
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Démonstration. Fixons x > 3 et considérons la seconde équation du systeme (3-8), c’est-
a-dire

rlogp
(4-3) ; A=) —157) = logz.

Pour un nombre réel o > 1 fixé, le membre de gauche de (4-3) est une fonction de r
strictement croissante qui varie de 07 & +oo quand r parcourt l'intervalle |0, +oo|. Tl
existe ainsi un unique réel strictement positif (o) tel que (4-3) soit vérifiée pour r = r(o).
Il nous reste donc a montrer que, sous les hypotheses de 1’énoncé, il existe un unique
nombre réel o > 1 tel que la premieére équation du systeme (3-8) soit vérifiée pour o = «
et r = r(a). Autrement dit, si 'on pose

ho) =Y —12)

. p° —1+7(0)

nous devons démontrer 'existence et I'unicité d’une solution ¢ = a > 1 a ’équation
h(o) = k.

Observons d’abord que (o) et donc h(co) sont des fonctions dérivables pour o > 1. Nous
allons démontrer que

(4-4) W()>0  (0>1),
(4-5) lim, (@) =0
et
| i h(o) = K, 4 sz = Upx)
(4:6) oL—l—oo o) =Ko+ log(pr+1)

Le résultat annoncé découle de ces trois relations.

Commencons par démontrer (4-4). L’égalité h(o) = r(o)f.(r(0), o) implique que

W(0) =1'(0)(£(r(0),0) +7(0) fo2(r(0),0) ) + 7(0) s (7))
et l'identité — fs(r(o), o) = log x fournit

[ss(r(0),0)

o) = @)e)

Nous en déduisons que
1

W(0) = =gy { Fos(r(0),0) (£:(0),0) +7(0) [22(1(0), 0) ) = 7(0) (), )2 |

f2(r,0) + 7 os(ry0) = Zﬁ

p*? (logp)? (1—7“) ~7)
fes(r,0) _TZ (p° —1 —1+7r)? 7

log p
fes(ryo) = — Up—-
g(p —1+4r)?
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Il découle donc de I'inégalité de Cauchy—Schwarz que

2

p7logp  [p*? -1+
fSS(TaU)(fz(Ta o) +7“fzz(7“,a)) ZT (2}): (pa 1 —|—7‘)2 p"(p" — 1)>

(S roriy) =l
p

ce qui fournit (4-4).

Pour démontrer (4-5), nous notons que

rlogp logp
4.7 |
(4-7) zp:(l_p—a)(pa_lﬂ Z ogp+r Z

<7.1/0' p>7.1/<7
et
(48) Yo Y e Y
p p<ri/o p>r1/°'

Nous déduisons de (4-7) et (4-3) que 7(0)/? < logx uniformément pour o > 1. De plus,
en utilisant 1’estimation

1-0o

1
Zngxz (z>1, 1<ok ),
p° o—1

p>z

qui découle aisément du théoreme des nombres premiers, nous obtenons que
(4-9) r(0)7 < (c—1)logz (1<o<1).

De (4-8), (4-9) et de la relation > p~7 ~ log(c — 1) (o — 1), il suit que

lim h(o) = lim r(o Z— =

o—1t o—1t

ce qui démontre (4-5).

Pour démontrer (4-6), nous procédons en trois étapes. Dans la premiére, nous associons
I’équation (4-3) et la majoration J(pr) < logz pour comparer la croissance de la fonction
o — r(o) a celles des fonctions puissances de la forme p° pour p < pg. Dans notre
deuxiéme étape, nous procédons de méme avec la minoration ¥(px41) > logz, pour
comparer les croissances de o — (o) et o +— p? pour p > px 2. Nous déduisons alors des
deux premiéres étapes, en passsant a la limite dans (4-3), le comportement du rapport
r(0)/(pr+1)° quand o — +oo. Il reste alors & passer a la limite dans la définition de h(o)
pour conclure.

Avec l'inégalité J(pr) < log z, 'équation (4-3) implique

r(o)logp pZlogp logp
2 (1=p=9)(p7 = 1+7(0)) > 2 p’ —1+7(0) 2 po—1

PSPK PSPK
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Le membre de gauche est

lo r(o)lo
< r(a) Z a‘ip < (() gp)[;-‘rl
PPk p Pr+1
et le membre de droite est

(px)7 log(pr)  log(pk)

7 k) trlo) 27
Nous avons donc
r(o) S 1 1
(Pr4+1)7 — 1+4r(0)/(pr)7 27
d’ou
r(0) ( r(0) \ o (Pri1)
(rK)° <1 - (PK)"> - ( PK )
puis

r(0) > (pk pr+1)°/>.
Cela implique

(4-10) T G S

o—+oo P
Avec l'inégalité d(pg 1) > logz, 'équation (4-3) donne

r(o)logp p? logp logp
(4-11) > T —1570) < > P’ —1+7(0) > -1

P>PK+1 PSPK+1 PSPK+1

Nous minorons le membre de gauche par
r(o)log(pr+2)
(PE+2)7 +7(0)

et nous majorons le membre de droite par

%0@165-1)-
11 suit ( )2 . ()
(Pr+2)%7 < <§§:) (1 - (pK+2)")

et par conséquent

r(o) < (pK+1 )”/2

/2.
(Prc42)° PK 12

ie. r(o) € (Pr+1PK+2)°
Cela implique

. 1(o) .
412 lim 7 > .
( ) U_{Efloo G 0 SIL P2 PK+2
En passant a la limite (0 — 4o00) dans (4-3), nous déduisons de (4-10) et (4-12) que
log 7 —
(413) lim rio) _ logz — lpx)
o—+oo (pr1)” —1+r(0)  log(pri1)

En reportant (4-10), (4-12) et (4-13) dans la définition de h(o), nous obtenons (4-6).
Cela acheve la démonstration de la proposition. O
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4.2. Evaluations du col

4.2.1. Enoncés des résultats

Nous allons maintenant énoncer quatre propositions dans lesquelles nous estimons les
coordonnées o et o du point col. Les trois premiers résultats fournissent des estimations
de p et « sur trois domaines distincts (et complémentaires) du parametre k. Le quatrieme
donne une estimation valable sur 'ensemble du domaine 1 < k < K, .. Cette estimation
est, en contrepartie, moins précise que les trois premieres sur leurs domaines respectifs de
validité.

Nous commencons par les estimations de « et ¢ pour les « petites» valeurs de k. Nous
rappelons une partie du Lemme 2 de [19]. Pour un énoncé plus complet et une consultation
de la démonstration, on se référera & [19]. Précisons que les notations employées ici sont
légerement différentes de celles du texte d’origine.

Proposition 4 (Hildebrand & Tenenbaum, 1988). Il existe une constante c5, 0 < c5 < 1,
telle que pour x > 3 et

(414) 1 < k < Cs log:r)
log,
on ait
e olog(2 + o)

(4-15) “ l_loga:{1+0< log = >}
et

_k _k log Lg
(4-16) g_MO{1+0(Ro)}—L0{1+0( - )}

ou Ly, My et Ry sont définis par

log z
Lo = log (m)’

log Lologx
My =1 ] _
0 Og(klog(2+k/Lo)>+ OgQ(kzlog(Q—l—k/Lo)) ”
1 1 1
Ri=—(—— 4+ —).
0 Lo(log(2+k/L0) +LO)

Nous énongons, dans la proposition suivante, des estimations de g et « pour des valeurs
«moyennesy de k. Rappelons que

w =

K, (w—1)logyx
T? Ri=—————

w
et que H(u) est définie implicitement par uG(1/H (u)) =1 ou encore par

1
Hu) = =—F—— u>1
W= ()
ot la fonction G~ est la réciproque de 'application G définie par (3-19). Le comporte-
ment asymptotique de H est décrit par les estimations (3-22) et (3-23) énoncées dans
I'introduction.
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Proposition 5. [l existe une constante cg > 0 telle que pour x assez grand et

1
417 —esllogz )T e < |y (1 - —>Kx
(o ‘ (logs 017 =
on a
1+ O(Ry)

4-18 ]l = 7
(418) “ H(w)log,
et

el /HW) Jog g wR
419 - {1 O( )}
(4-19) ¢ H(w) logyz + w—1
ou

1 log(1 1
(4-20) Ry Jogw | log(l4r) | logyz

log, K K2

Nous établissons enfin des estimations de ¢ et « pour des «grandes» valeurs de k.
Rappelons que les quantités (3 et k1 () ont été définies par

B =1 (H(w)log, z)

et
s (g 1007 —e3) .

et que le comportement de ces fonctions a été décrit dans 'introduction.

k1(B) = exp{ -

Proposition 6. Soit ¢ > 0. Il existe une constante c; > 0 telle que pour x assez grand et

(4-21) oKy < k< Ky,
on ait
log k1
(4-22) a—1= (5—1+ig—2(ﬁ>{1+0((w—1)2)}.
et
(4-23) 0= k1(9)(S(8) logz) {1+ O(w — 1)}.

En particulier, on a dans le domaine (4-21)

(4-24) a—1=(F—-1{1+0(Ry)},

Nous sommes maintenant en mesure de préciser le comportement asymptotique de a et
o sur l'intégralité du domaine 1 <k < K, .
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Proposition 7. Soit € > 0. Pour x assez grand et 1 <k < K, ., on a

(4-26) a—1=LB-1D{1+0(R)}
et
B
(4-27) 0= r1(8)(S(B)logz) {1+ O(E)}.
ot
. (logy(2+w) logw  log(l4+ k) log,z K2 log(1+ k)
4-2 = { ; ; }
(428) R = min log(2 +w) ’ logy x i K o k2 7 (logy x)? * log, x
< (logs )2
(logy 2)1/2
et
(429) &= min{logQ(Z + w) ; log w N log(1 + /;) log, n (log23x)2 ; K }
log(2 + w) K K K log,
1
“(logy )1/
En particulier, on a, uniformément pour x assez grand et 1 < k < K, .,
B
(4-30) a—lx; et QX( r )
wlog wlog, x log w

4.2.2. Un lemme technique

L’énoncé suivant est un lemme technique dans lequel nous évaluons les dérivées partielles
de la fonction f définie par (4-2). Rappelons que les fonctions G et S sont définies par
(3-19) et (3-26) et introduisons, pour o > 1, les coefficients
o

o—1

(s 1= Tcotan (E) et by = )
o
de sorte que a, = —b,{1+ O(c — 1)}.

Lemme 11. [] existe une constante absolue cg > 0 telle qu’uniformément pour r — —+o0
etl<o<Kl1,ona

(4:31)  fu(r,0) =

ort/e

o—1 —cg(logr)*/7
i (G (o loer) +O((r = D e |
ori/o 772—1—2a?7

W{1+l§gr+ (logr)? + ({(a—ll)logr}3>}’

I G Y ag +bo w243 4 2a,b, 1
(4 33) fzz(n U) - S(O’)T2 log r { logr (log 7’)2 <( )3) }’

(432)  fa(r,0) =

log r

ri/o 4/7
(4~34) fS(T, 0) = — %{1 + 0(6—08(logr) )}’

1/o _
(435)  fuslr,o) =" log™ (1 +Z ia) {1+0(eesloen )1,

0'25(0') log
T‘I/U o i
(436) Jaslryo) == aS(o)r {1+0(e celios ) )}

Par ailleurs, uniformément pour z et s vérifiant (4-1), r — +oo et 1 < o0 < 1, on a pour
020, m>=0,0+m2>=2,
1/o A
1 r —1 ¢
(437) .0y (Z, S) <Lem m{(log T‘)m + m}

ot Xj=1s15=0,1etA;j=0sij5=>2.
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Démonstration. Dans cette démonstration, la lettre ¢ désigne une constante strictement
positive qui peut varier d’une ligne a 'autre. Posons R := r—1 et considérons tout d’abord
la situation ou 7 et o sont deux variables telles que r — +o0 el 1 < 0 < 1.

Nous commencgons par établir les estimations (4-31), (4-32) et (4-33).
Le calcul de la dérivée partielle de f par rapport a z a 'ordre £ > 1 donne

_ 1 _ —1 o0 dm(t)
oL f(r,0) = (1) sz+R =ote-n [

En utilisant une intégration par partie et le théoréeme des nombres premiers, nous obtenons
alors, pour £ > 1

(=1, = / oo 4o g—c(log)*/”
o) =Pt O | e
avec

00 dt
P, = S
¢ /2 (to + R)!logt

En distinguant les deux domaines d’intégration 2 < t < R'/? et t > R'/?, nous majorons
facilement l'intégrale dans le O par

/Rl/g 1o o—c(log )4/ 7 00 y—c(log )4/ 7 Rl/a e—c(log R)*7T
————dt + dt <«
REHI / T (o~ DR
2 R/
de sorte que
47

(_1)8—1 , Rl/a e—c(log R)
4-38 ——F0 =P +0 .
(4:38) G-y he) =Pt (lo — 1)R?

Nous allons utiliser cette formule pour démontrer successivement (4-31), (4-32) et (4-33).
Pour démontrer (4-31), nous introduisons la quantité I; définie par

oR'Y/ o—1 > du
I = G(T—10g k) = / :
! (O’ - 1)RlOgR g & (o0—1)log R/ u e

En effectuant le changement de variable u = (¢ — 1) log ¢, nous obtenons

I1:/ dt '
pi/o 19 logt

On a donc

RY/? +oo 1/o
dt dt R
P — 1| < — 4+ R .
11 = 4l /2 (t”+R)logt+ /Rl/a t"(t"+R)logt<< RlogR
D’apres (4-38), il suit

Rl/a e—c(log R)*/7 )

(ro) =1 P —T
T R (e e
O.Rl/a

—1 —cs(lo
:(a—l)RlogR{G<UJ logR)+O((J—1)+e 8(1gR)4/7)}.

L’erreur que 'on commet alors en remplacant R par r est absorbée par le terme d’erreur.
Nous en déduisons donc (4-31).
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Démontrons maintenant (4-32) et (4-33). Dans I'intégrale définissant Py, nous constatons
que la contribution du domaine 2 < t < R'/(29) se majore aisément par R/ (2?) /(R*log R).
En effectuant par ailleurs le changement de variable transformant ¢ en tR'/? sur le domaine
t > RY(29) nous obtenons que

Rl/(r 00 dt Rl/(2(r)
Py=—; / 7 + O( 7 >
Rt Jop-1/0 (t7 + 1)l log(tRY/7) Rtlog R

Or nous pouvons écrire, uniformément pour ¢ > R~1/(29)
1 o 1
log(tRY/°) ~ logR1+o(logt)/log R

o ologt  o*(logt)? (logt)?
= 1— o221
logR{ log R i (log R)? i ((logR)3>}

donc
2

oRY/° 1)igd [ log ¢)7 dt
L Z / (log?) dt
og R = (logR)7 Jp-1/c0) (17 4 1)
1 1 > logt|? dt
+ O(Rl/(20) + (log R)3 /0 CE

oRY/° 2 il 1
4 P = > 1),
(4-39) ! RelogR{]z; log R Jes +O<(€a— 1)4(10gR)3>} (€=1)

avec

c’est-a-dire

> (logt)? dt :
4,5 [,](0') /0 (tg' + 1)@ ( J )

Par application de la formule des résidus aux fonctions méromorphes z — (log 2)? /(27 +
1) pour 7 =0, 1,2 sur le secteur angulaire (épointé en 0) compris entre la demi-droite des
nombres réels positifs et la demi-droite d’origine 0 et d’angle polaire 27/, nous obtenons :

1 Qo 2a2 4 72
J = = J =G J = —
M0 5(0) M 6S8(0) b2 T 528(0)
1 s + by 202 + 7% 4 2a4,b,
J = = J _— t J - g °
T 217 75800y © 2.2 725(0)b,
En reportant ces identités et (4-39) dans (4-38) pour ¢ = 1,2, nous aboutissons aux
estimations
1/o 1 2a2 2
fo(r o) = oR n Oo n as +m
RlogR | S(o)  S(o)logR  S(o)(log R)?
1 e—c(log R)*7
o
R ST Py o3 A e— }
et
oRY? 1 ag + by 2a2 + 7% + 2a, b,
fz (7’, O') = B + 2
R?log R | S(0)b, S(0)bslogR S(0)bs(log R)

e—c(log R)*7
+0(—)}
o—1

Les formules (4-32) et (4-33) en découlent en factorisant S(o) < o — 1 et en constatant, a
nouveau, que l’erreur commise en remplacant R par r est absorbée par le terme d’erreur.
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Pour évaluer f,(r,o), nous constatons d’abord que

(4-40) 7‘2 T loip_Hr)z%(a)—(r—l)z(,10i

puis nous estimons
log p log p /oo logt
U = —_— = = dm(t
1(T7U) gp"—l—i—r ;p"—FR o " + R W()

par les mémes méthodes que précédemment (intégration par parties, théoréeme des
nombres premiers, changement de variable transformant ¢ en tR'/?, «remplacement »
de Rparr...) :

. o dt¢ >~ d logt —c(logt)4/7
Ul(r’a)_/g t0+R+O</2 ‘dt(t"—i—R))te di

1/0 T.l/o e—c(log;'r')zk/7

r(o—1)

L0+O<

(4'41) :7:;(/0) {1 + O(e—c(log r)4/7)}

car J1 9 =1/S(c) < 1/(c —1). Nous obtenons (4-34) en reportant (4-41) dans (4-40) et en
tenant compte de la majoration ({'/()(0) < 1/(c — 1).

Avec des arguments similaires, nous obtenons

fos(r,0) = (%’)/(U) + (r = 1)Us(r,0) ou Us(r, o) := Z (logp)°p”

et

1% logtdt 1 d /(logt) ‘ —c(log t)*/7
_ [ Plostdd A (Uog )7 \ 1, —ciog )7 4,
Ua(r, o) /2 (t0+R)2+O</2 ‘dt(t”JrR )

7’1/0 log - o e—c(logr)4/7
= —g{JLQ — JQ,O + —(Jl,l - J2,1) + O(
or logr oc—1
r1/7logr o— 4/7
_ 1 ) 1 —c(logr) ’
o2S(o)r ( * logr { +O( )}

car Jig— Joo =1/(0S(0)) < 1/(c —1) et J11 — Ja1 = (0 — a,)/(02S(0)). La formule
(4-35) découle alors de l'estimation de Us et de la majoration (¢'/¢)'(0) < 1/(o — 1)%

Pour estimer f,s(r, o), nous écrivons, avec les notations précédentes,

fas(ry0) = =Uy(r,0) + (r — 1)Us(r,0) ou Us(r,o) := Z (p@‘—lf%l)?'

Toujours avec les mémes méthodes, on a

- ee de 1 d logt —c(logt)4/7
Us(r, o) = /2 G +O</ ‘dt<—(t"+R)2>‘te dt

1/0

—J20{1+0(e —ellogn)* )Y

ce qui donne (4-36) lorsqu’on tient compte de (4-41) et de la valeur de J .
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Dorénavant, nous nous plagons dans les conditions (4-1), r — 400 et 1 < o < 1. Nous
allons majorer |9L07 f(z, s)|.

Dans le cas m = 0 et £ > 2, nous avons, en vertu d’estimations classiques sur les sommes
de nombres premiers,

/0'
%f@ﬁ)204qu—¢Y§:@)+zfl <Y a2+ Y < T logr

p<7‘l/” p>7’1/”

Pour £ =0 et m > 2, on démontre par récurrence I'existence d’une suite (agm,;)j>2 de
nombres réels telle que

N\,
agnf(z,s)z(%) ' +Za0w (1)~ 12 =z +10§le

Nous avons donc, en vertu de la majoration (¢’/¢)(™~ Y (s) < 1/(6 —1)™ et d’estimations
classiques sur les sommes de nombres premiers,

O (2 5) < - _ Z logrm Ip “logp+ Z lo]g)p)
p<ri/o p>rt/o
“”{mT i
(a —1)m-1
De méme, pour m > 1 et £ > 1, on démontre par récurrence I’existence de nombres réels

ag,m,; tels que

LM f (2, 5) Zae m,j Z P (logp)™

(ps + 2z —1)t+J
d’ou logr)™1p71 0
m ogr)™ "p?logp ogp
DO f(25) < Y DD
p<7"1/0 p> rl/oc
T’l/g _ )\g
< —(O'— 1)/\éré{(logr)m 1 + (0,_ 1)m7_1}.
Cela termine la démonstration du lemme. O

4.2.3. Démonstration de la Proposition 5

Dans les Propositions 5 et 6, nous utilisons une technique identique pour évaluer « et
0. Nous commengons par remarquer que le systeme (3-8) peut se réécrire sous la forme

{ of:(0,a) =k,
_fS(Qa CK) - ].ng,
puis nous évaluons f.(o, @) et fs(o,«) a l'aide des estimations établies dans le Lemme

11. Nous obtenons alors deux conditions asymptotiques sur « et ¢ qui permettent, par
approximations successives, de dégager le comportement de g et a.

Cependant, il n’est pas clair a priori que 1’on puisse utiliser les estimations de f. (o, )
et fs(o,a) énoncées au Lemme 11 puisque celles-ci ne sont valables que sous la condition
a < 1. Nous consacrons donc notre premier lemme a la démonstration de ce résultat
lorsque 1 <k < K, ..

Rappelons que la fonction ¢, définie par (3-27) réalise une bijection décroissante de
|1, 4+00] sur |0, +oco] dont la réciproque est notée . Le comportement asymptotique de
ces applications est décrit dans l'introduction par les estimations (3-28) et (3-29).
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Lemme 12. Soit ¢ > 0. Pourz >3 et 1< k< Ky, onaa <. 1.

Démonstration. Supposons que o = 1)(¢/2). D’apres la Proposition 4, on a log o > log, .
Par conséquent, les estimations (4-32) et (4-34) impliquent

1/a

logz = —fs(0,a) = %{1 + O, (e s/ o 2) Ty
’ k=of( )—7a91/a {1+a—“+0 (71 )}
- o) = S(a)log o log o “\(logy z)2/ )"

1/

En éliminant o~/ entre ces deux formules, il suit

log x Aoy 1
- log (S(i) log ) {1 * alog (S(a) log z) + O ( (log, )2 ) }

- l?gg;;:{ - l(iigi(j) * 6((logi 1‘)2) }{1 * alog (;(‘;) log z) * OE((logi x)2>}

En développant le produit ci-dessus et en tenant compte de la définition de ¢, nous
obtenons | ) (a) )
0g x —p(a
= foe U oo O (o))
log, + log, = + (log, x)?

log z 1—¢/2 1
e 2o ()
log2x{ + log, © o (log, )?

Pour x assez grand, nous obtenons donc, lorsque o = 9(¢/2), l'inégalité k > K, .. La
fonction « étant croissante par rapport a k, nous en déduisons que, pour x assez grand et
1<k<K;., onaa<(e/2). Notre résultat en découle immédiatement. 0

On peut maintenant démontrer la Proposition 5. Nous commencons cette démonstration
en «traduisant ) le systeéme (3-8) a l'aide des estimations fournies par le Lemme 11. Nous
obtenons ainsi deux relations vérifiées par « et p. En éliminant o entre ces deux formules,
nous aboutissons alors a une estimation implicite de .. Partant des premieres estimations
de o déduites de la Proposition 4 et du Lemme 12, cette identité permet d’en déduire une
estimation plus fine de «. En itérant ce processus, nous aboutissons a 'estimation de «
recherchée. Celle de ¢ en découle.

La Proposition 4 implique que, pour k > Kye ¢s(log: “’)4/7, on a log o™/

> 4 logy z et
4 .. ..
a—1 >e 2collogy z) " Choisissons cg telle que 4cg > cg. Dans ces conditions, (4-31) et

(4-34) impliquent

1/a —1 -1
_ Qo o (e
(442) b= (a—l)loggG< « lOgQ>{1+O(G((a_1)1Oggl/a))}
et
1/ a7 1/
(4-43) logz = é’,(a) {14 0(e(es/D Moz 0) T Of’_ {1+ 0(a = 1)}

En passant aux logarithmes dans cette derniere formule, il vient

(4-44) 080 _ (10g, @{1 + O(IOg (o/(a—1)) )}

o log,
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car S(a) < (a—1)/a.
Commencons par établir (4-18). En reportant (4-43) et (4-44) dans (4-42), nous obtenons

L IngG(a_llogg>{l+O<G(( a—1 +10g(a/(a—1)))}.

 log, x a o — 1) log o*/*) log, =

Or, d’apres (3-2), on a w = (logz)/(klogy x){1 + (1/log, )}, donc

@ =t me{ioar +)

Nous allons déduire de cette formule D'estimation de « annoncée. La technique est
standard. Nous introduisons une estimation grossiere de « (fournie ici par la Proposition
4) dans (4-45). Il en découle une estimation plus précise de «. Il suffit alors d’itérer le
processus jusqu’a 'obtention d’une estimation de « avec la précision voulue.

Sur le domaine (4-14), la Proposition 4 implique que G ((a—1)log ,Ql/o‘) ~ 1/w. Lorsque
k > cs(logz)/(log, x), la méme Proposition montre que G((a — 1)logo/®) > 1 et
log(a/(av — 1)) < logg z. Dans ces conditions, nous déduisons de (4-45) que, dans le
domaine c5(logz)/(logy z) < k < (1 —1/(logy )'/?)K,, on a o — 1 < 1/(log, )%/ et
donc, d’apres (4-45), que G((a —1)log gl/a) ~ 1/w. Ainsi, sur I'ensemble du domaine
(4-17), on a G((a — 1) log 0*/*) ~ 1/w. 1l découle donc de (4-45) que

(4-46) G(*= . log o) = %{1 +0(u(a - 1)+ log (0¢/(a = 1)))}.

logy

Le théoreme des fonctions implicites fournit H'(t)/H (¢) < 1/(¢(t—1)) uniformément pour
0<t<1, donc

(447)  H(w+e(z)w) = Hw){1+ O(e(z)/(w—1))} (e(x) = 0(1), & — 400).

Puisque G ((or — 1)log 0*/®) ~ 1/w sur le domaine (4-17), le terme dans le O de (4-46)
tend vers 0 quand x tend vers 4+o0o. En appliquant la fonction H au deux membres de la
formule (4-46) et en utilisant (4-47), nous obtenons

w?(a — 1) N wlog (a/ (o — 1)))}

1
—1Dlogo'/* = ——11
(—1)loge { +O< w—1 (w—1)logyx

H{(w)
D’apres (4-44), il s’ensuit que

(4-48) a—1:m{1+o<

w?(a — 1) N wlog (a/ (o — 1)))}

w—1 (w—1)logy x

Sur le domaine (4-17), nous savons que (w—1)/w > 1/(logy )"/ et a—1 < 1/ (logy )2/3.
I en découle sans peine que le terme dans le O de (4-48) tend vers 0. La formule (4-48) et
lestimation H(w) =< wlogw impliquent alors que a—1 < 1/(wlog wlog, x). En reportant
cette derniere évaluation dans (4-48) et en tenant compte de la définition de k, nous
obtenons

( 1 +logw+log(1+n)>}.

a—1=
klogw K

! {1+
H(w)log,
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L’estimation (4-18) découle alors immédiatement de cette formule apres avoir remarqué
que le terme d’erreur est bien de I'ordre de la quantité R, définie dans 1’énoncé.

Pour estimer p, nous écrivons o = o/®p' =1/, D’une part, (4-18) et (4-43) impliquent
que

log x
1/ g
e H(w)logza:{1 O(f1)}-

D’autre part, (4-18) et (4-44) fournissent

o't = eXp{ﬁ +O(ul;01_%11>} - el/H(W){l +O(51—%11>}'

En combinant les deux estimations précédentes, nous obtenons (4-19).

4.2.4. Démonstration de la Proposition 6

Nous adoptons la méme démarche que dans la démonstration de la Proposition 5.
Rappelons que, d’apres le Lemme 12, on a o« < 1 pour 1 <k < K, ..

1/a

Dans les conditions (4-21), la Proposition 5 implique que logp > %10g2m et

a—12>21/{H(2/c7)logy x}. D’apres (4-32) et (4-34), nous avons

1/« 2 2
_ o« Qe ™ —|—26La 1
(449)  k=of.(0,a) = S(a) logg{l T loge T oger T O({(a — 1) log, x}3)}
et
o'/« ~(cs/2)(log, 2)*/

1/c

Commencons par démontrer (4-22). En éliminant o'/ entre les deux derniéres formules,

nous obtenons

B log {1 . o
~ logy w + log S(a) a(logy x + log S(«))
72 + 242

1
* a?(logy z + log S())? i O({(a — 1) log, x}3)}
_ logx {1 N 1—¢(a) 242 —2aa,logS(a)
log, a?(logy x)?

 log,

alog S(a) 242
( agQ(logz)a:);_ + O({(a - 1)110g2 x}3> }7

ou, rappelons-le, p(a) := 1 —aq/a+log S(a). Or, de la définition de w et de l'estimation
(3-2) de K, il découle que

log { n 1 n 2 40 ( 1 ) }
w = - .
klog, x log, 2z (log, )2 (log, )3
Nous déduisons alors des deux estimations précédentes que

L, o(a) D, 1

w  logy x i (log, )? i O({(a — 1) log, (IJ}?’),
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oll
Dy, = 2(an/a)? — 2(aq /) log S(a) — ag /o + (logS(a))2 +1log S(a) +m%/a® — 1.

Nous réécrivons alors D, sous la forme

Do = 2p(a) —

- 1) logra(a),

S(e)?

de sorte que

o) N 20()? + (1/a) (1 — 1/5(a)?) log k1 () +0( 1 )

U5 & = togya (logy 2)? (o Dlogy 7)°

1
— =1
w

Nous avons vu que o — 1 > 1/{H(2/c7)log, x} sur le domaine (4-21). Quitte alors a
choisir ¢7 assez grande, nous pouvons supposer (a — 1)log, z plus grand que n’importe
quelle constante donnée. Dans ces conditions, la formule (4-51) implique, puisque () =<

1/(a—1) et (1/a)(1 —1/S(a)?) log k1 () < log (e/(a — 1)) /(ex — 1), que

w
4-52 -l —
(4:52) “ (w—1)logy x

En reportant cette estimation dans (4-51), nous obtenons
p(a) = (w —1)(logy z){1 + O(w — 1)}
Or H(w) = (w—1){1+ O(w — 1)} pour w — 1, donc
(4-53) o(a) = (H(w)logy z){1 + O(w — 1)}
Uniformément pour u = u(z) > 1 et e = e(x) = 0o(1), on a
(4-54) Yu+teu) —1=(¢u)—1){1+0()} (z— +00).

Appliquons alors ¢ aux deux membres de (4-53) et développons le membre de droite avec
(4-54). Nous obtenons ainsi

a—1=1v(H(w)(logy z){1 + O(w —1)}) — 1
= (¥ (H(w)(0gy 2)) ~ 1) {1+ O(w - 1)},

ce qui donne, compte tenu de la notation 5 := w(H(w) logs x),
(4-55) a—1=LB-1D{1+0(w—-1)}.

Comme nous le verrons dans la suite de cette démonstration, I’estimation précédente
n’est pas assez précise pour en déduire (4-23). Nous allons donc déterminer plus finement
le comportement de a.. Pour cela, nous réintroduisons (4-52), (4-53) et (4-55) dans (4-51).
Il vient

(5(5)2 - 1) log x1(3)
BS(8)?(logy )*

p(a)
log,

=(w—1)+(w—-1)2+ +O((w —1)%).
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car, pour € = £(z) = 05—00(f — 1),

(S(B+¢e)*—1logri(B+e) _ (S(8)* —1)logki(B) £
(B+e)S(B +¢)? B BS(B)? {”0(5_1)}'
Or H(w) = (w—1) + (w — 1)? + Op—1 ((w — 1)*), donc

(5(8)* —1)log k1(83)
BS(8)? logy @

(4-56) o(a) = H(w)logy x + +O((w —1)*log, ).

Uniformément pour u = u(z) > 1 et e =¢(z) =o(1), on a

(4-57) U(uteu) = 1= (P(u) — 1+ (W) {1+ 0N} (z— +o0).

Appliquons alors 9 aux deux membres de (4-56) et développons le membre de droite a
l’aide de (4-57). Nous obtenons

S(8)2 — log K1 "(H(w)logy x 2
B LG

a—lz(ﬁ—l—i—

On vérifie sans peine que 9'(t) = w(t)S(w(t))2/(S(w(t))2 — 1), ce qui permet de
transformer ’expression précédente en

a—1= (5—1+%>{1+0((w—1)2)}.

Nous avons donc obtenu (4-22).

Il est possible de déduire de (4-22) une amélioration du terme d’erreur de (4-55). En
effet, comme log (1/k1(8)) =< (B — 1)log (8/(8 — 1)) =< (B8 — 1)log(1 + &), il découle de
(4-22) que

a—1=(B-1D{1+0(Ry)},
ol o1
Ry = (w— 1) 4 2BULEA)
logy
L’estimation (4-24) est donc établie.

Pour estimer p, nous écrivons o = 0'/®p'~/®. En vertu de (4-50) et de I’estimation
(4-58) S(a) = S(B){1+O(w — 1)},

déduite de (4-22) et du développement S (8 + e(z)(8 — 1)) = S(B){1 + O(e(z)) } valide
pour £(x) = 0z—00(1), nous avons

o'/ = S(B)(log z){1 + O(w — 1)}

D’autre part, en passant aux logarithmes dans (4-50) et en utilisant (4-58), il vient

(4-59) loggl/o‘:(log2x+log5(ﬂ)){1+0(w_1>}.

log,
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Cette formule et (4-22) fournissent alors

ot Ve = exp{(ﬁ — 1+ M) (long —i—logS(ﬁ))}{l + O((w - 1)2)}}

log,
= exp {(6 — 1) logy = +log k1 (B) + (6 — 1) log S(B) }{1 + O(w — 1)}

1/ 1-1/a

En combinant les estimations de o'/“ et o ci-dessus, nous obtenons (4-23).

4.2.5. Démonstration de la Proposition 7

11 découle de (3-22) que, pour k < c5(logz)/ log, «,

(460) H(w) _ (1ng){1+0(log2w)} :L0{1+O<10§L0)}'

w log w 0

Par ailleurs, (3-29) implique que, pour 1 < k < K, ¢,

B 1 1 log(1 + k)
(4-61) p-l= H(w) logQ:c{l + O(wlogQ:c + w(logw) log, 3:)}

Les estimations (4-15), (4-18) et (4-24) impliquent donc

logy w log x
—_ 1= — < s
o-1=@-n{1+0(TL5)} vk <o
—1=(8— —cg(logy )*/7 <k< _ ; ,
a—1=(p-1){1+O0O(Ry)}  poure K, <k< (1 oz, x)1/3>K$

ogxr

a—1=(-1D{1+0(R2)} pour ¢y l

1 X k X x,e-
0gy T

Nous utilisons la premiere de ces trois formules lorsque logw > /(log, z)logsz ; la
deuxiéme pour logw < /(logy z)logs = et w — 1 > (logy )~ /4 ; et la derniere quand
w— 1< (logy z)~ /4. 1 en résulte que, pour 1 < k < K, .,

a—1=(B-D{I+O0(R)}

oit R :=min {(logy(2 4+ w))/log(2+w); Ry ; Ry}, c’est-a-dire

{log2(2 +w) logw N log(1+k) logyx K2 log(1 + k) }

R —
i logw " logyx K k2 7 (log, )2 log, =

Le maximum de R est obtenu pour k tel que logw =< +/(log, z)logs z et 'on a alors

R <4/ (logs x)/logy x.

En vertu de (4-61) et de I’estimation (3-34), nous avons

1 log(1 + k) )
wlog, z  w(logw)log,

(4-62) k1(B) =1+ o(

La formule (4-61) implique également

S(B)° =B -1){1+0((8—1)log(8/(8 -1))) }
(4-63) :;{HO( 1, _logl+r) )}

H(w)log, wlog,z  w(logw)logy
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et
1 log(1 + k)

464 logz)® = (1 VAW 1+ 0 :

(4:64) (log z) (log z)e { i <wlog2 x i w(logw) log, x)}

11 découle donc de (4-19), (4-62), (4-63) et (4-64) que, pour k vérifiant (4-17),

_ B why \\
(4-65) 0= r1(8)(5(8)log ) {1+O(w—1)}
Par ailleurs, pour k < ¢5(log )/ log, =, nous déduisons de (4-60), (4-63) et (4-64) que

07 - g1+ 0(452))

Lo log x

0
et log L
B _ 08 Lo\ .
(log x) —(logx){l—i-O( T )}
L’estimation (4-16) peut donc encore s’écrire, pour k < c5(logx)/log, z,
_ B log Lo
(4-66) 0 = r1(B)(S(8) log z) {1+0( > )}

Nous utilisons la formule (4-66) lorsque logw > \/(logy x) logs = ; I'estimation (4-65)
pour logw < +/(logyz)logsx et w — 1 > (logyz)~/*; et (423) quand w — 1 >
(logy #)~1/4. 11 en résulte que, pour 1 < k < K, .,

0 = r1(8)(S(B)log) {1 +0(€))
avec £ := min { (logy(2 + w))/log(2 4+ w); wRy /(w — 1); w — 1} c’est-a-dire

. (logy(2+w) logw log(l+k)logyz  (logyw)? K
&= { ; + + ; }
log(2 + w) K K? K3 log, @
Le maximum de & est obtenu pour s = (log, z)%/* et dans ce cas £ =< (log, =)~ /4. 0

4.3. Estimation du hessien

Posons

(4'67) dpo ==k + Qszz(Qv Oz), Orr 1= fss(Qa a) et dpr 1= szs(g7a)~
Les quantités dgyg, 0+ et dy, désignent les dérivées partielles secondes de g : (¥, 7) —
f(oe' a+ir) calculées au point (0,0). Autrement dit, la matrice hessienne de g en (0, 0)

est donnée par
0. 097
Hess (0’0) (g) = <5Zf 5::- ) .

Nous considérons alors 4, le hessien de g en (0,0), défini par
= dét (HGSS (0,0) (g)) = 099077 — (5197')2‘
Nous consacrons la proposition suivante a l’estimation de gy, 6.+, dyr et 6. Nous
utilisons pour cela les évaluations des dérivées partielles de f établies dans le Lemme

11 ainsi que les estimations de « et p obtenues dans les Propositions 4, 5, 6 et 7.
Rappelons que la dérivée H' de la fonction H vérifie I’équation différentielle

H(w)?
w(H(w) +1—w)

et que le comportement de H et H' a été décrit dans l'introduction. Rappelons encore

(4-68) H'(w) =

que &£ a été défini par
log,(2+w) logw log(l+k)logyx  (log,z)? &
B2 - 1
log(2 + w) K K2 K3 logy @
~1/4

&= min{

et que 'on a € < (log, x)
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Proposition 8. Soit € > 0. Pour x assez grand et 1 <k < K, ., on a

(4-69) 890 =%{1 + O(W)},

(4-70) %TZIO;:C{HO(logZx)}’

(@) oor LB (1 prtu) {1+ 0 (BT
et

(4.72) s LSO K Loy,

- B28(8)? H'(w)

En particulier, on a

(w—1)(logw)
w

0= (log z)?.
Démonstration. Pour chacune des estimations de dgy9, d9- et d,,, nous distinguons les
« petitesy et les « grandesy valeurs de k.

Commencons par estimer dyy.
11 découle de (4-37) et de la Proposition 7 que
Ql/a

S99 =k + 0 foz(0,0) = ’f{l + O(m)}

B k{l + O((logw) 10g(21+ k/logw)>}'

Or, d’apres la Proposition 7, on a

(473) §=1+0(a1>=1+0(m>
donc

k 1
(4-74) 0o = 5{1 + O<(1og w) log(2 + &/ log w) > }

L’estimation précédente ne fournit pas d’équivalent asymptotique lorsque k devient
«trop grand». Nous allons donc établir une estimation de dyy valable pour w — 1 <
1/(logs x). Sous cette condition, nous avons v — 1 =< 1/((w — 1)logy ) d’apres (4-52).
Utilisons les estimations (4-32) et (4-33) de f.(o0,«) et f..(o,) pour calculer dyy =
of-(0,a) + 0*f.. (0, «). Nous obtenons ainsi

1/

0
S(a)logo

{ o —a T+ 202 — 200,
log o (log 0)?

Cette estimation nous servira pour évaluer §. Pour 'instant, remarquons qu’elle implique

(4-75) Sy = +O0((w—1)%) }

Ql/a
S(a)log o
Associée a (4-50) et (4-59), cette formule implique

gy = {1+O(w—1)}.

11
(4-76) Sgg = ——87L
alogy @

{14+ 0(w—1)} = 2{1 + O(w—1)}.
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En utilisant (4-74) pour w—1 > 1//log, x et (4-76) dans le cas contraire, nous obtenons,
uniformément pour 1 <k < K, ,

(4.77) 5ﬁﬁ:§{1+0<¢101g—x>}'

Par ailleurs il découle de (4:26) que 1’on a, uniformément pour 1 < k < K, ¢,

)

(478) i:%{”O(mﬂ:%{”O(loglﬂ)}'

La formule (4-69) est alors une conséquence de (4-77) et (4-78).

Pour estimer dy,, nous distinguons a nouveau les « petitesy et les « grandesy valeurs
de k.

Supposons d’abord que k& < +/logx. Hildebrand et Tenenbaum ont démontré dans le
Lemme 1 de [19] que

1
fzs(T,U):—:-l-O(lOg(T—i-Q)) (r>0,1<o<x1).
Nous en déduisons que

69r = 0fes(0,0) = ——== {1+ O((a ~ Dlog(0 +2))}

- -5 o(m))

car (o — 1)log(o +2) <« 1/y/logx pour k < y/logz. La formule (4-15) fournit alors

Oygr = *(lngL‘){l + O(ﬁ>}

dont il découle, d’apres (4-73),

(479) O9r = 10%{”0(&1@)}‘

Pour k£ > /log z, (4-36) fournit

1/
Sor = 0f=5(0, @) = _OfS'(a) {1+ O(e_(CS/Q)(logz m)4/7) 3

D’apres (4-43), il s’ensuit que

log

(4-80) Sgr = ——=L{1 4+ O (e (3/2 o2 2)" Ty 1.

o

Nous avons donc démontré que sur ’ensemble du domaine 1 < k < K, ., nous avons

log

(4-81) 897 = {1+ 0(e(es/D Moz 2)T) Y

(07

Combinée a (4-78), cette formule fournit bien (4-70).
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Estimons maintenant 0,,.
Commencons cette fois par les grandes valeurs de k. Pour k& > /log z, estimation (4-35)
donne

/o] _ a/7
. o 0g 0 Q— G —(cs/2)(log, z)*/
5TT_fSS(Q7a)_ CZQS(O[) <1+ logg >{1+O(e 8 82 )}

Associée a (4-43), la formule précédente fournit

_ (ogz)logo . 1—as/a ~(es/2)(10gy )"/
(s2) b= SRR (L SR ) {14 O H

D’apres (4-44), il s’ensuit que

_ (logz)logy @ log S(a) 1—aq/a ~(cs/2)(logy &)™/ 7
Orr = o <1+ log, = >(1+ log, = ){1+O(e ) - )}

et donc, puisque p(a) :=1 — an/a + log S(«),

(4:83) 5 — (log x)alogg x (1 n o(a

) —(c O, (L‘4/7
gy {1+ O e/,

Supposons maintenant que k < v/log z. L’estimation de fs(r, o) obtenue par Hildebrand
et Tenenbaum dans le Lemme 1 de [19] est

fss(ﬁa)=ﬁ+0((r+2)(log(r+2))2) (r>0,1<o<1).
11 découle de ceci et de la formule (4-15) que
log
67'7' = fss(Q; Oé) = o % 1 {1 + O((OJ — 1) 10g(g+ 2))}
_ logx 1
Ca—1 {1 o O(vlogm)}

On vérifie sans peine que, pour k < y/logx, on a

1 —
+log2x (a—1

p(a) 1
)

Il s’ensuit donc que

brr = (og)logy ) (1+ 2 0) 14 0( =)

log,

puis, d’apres (4-73), que

(log ) logy = p(a) 1
(4-84) @ ( +log2x>{ + («/log:p>}
En associant (4-83) et (4-84), nous obtenons pour 1 < k < K, .,
(log z) log, « p(a) 1
4.85 5. —\08r)08 L PN Lo .
( ) « ( +10g2x){ + (\/]ogx>}

Or, d’apres (4-26), on a

1+gg;:@+ﬂw»@+ogg§§g».

Nous déduisons donc (4-71) des formules (4-85) et (4-78).
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Passons a l'estimation de §. La encore, nous distinguons les « petites» et les « grandes»
valeurs de k.

Supposons d’abord que k := ((w — 1)log, =) /w tende vers +oo (ce sont les « petites»
valeurs de k). D’apres (4:74) et (4-85), nous avons

099077 = SM#O + %){1 + ((logw) log(21+ k;/logw)>}'
Or _ loga {1+O< 1 )}
klog, x log, x
donc

gy — L082) (% + M) {1 1O

1
a? wlogy ( (logw)log(2 + k/logw) > }

Par ailleurs, (4-81) implique que

52 _(IOg”C {14 O(e(e5/2 08201,

T

Comme 0 := 090+ — 57297, il découle des deux précédentes formules

L )}

Or, d’apres (4-26), on a

M+i1:(w+% >{1+O( wR1>}x(w—1)logw,

wlogyxr  w w

ou R a été défini par (4-28). Il s’ensuit donc, en tenant compte de I’égalité (4-68), que

5 (log z)? H(w)Q){lJrO( wR )}

o?  w?H'(w -1

A Paide de (4-78), nous en déduisons que

- e s o)

1-5)° = H(w)?*(logy z)? {1 +O( wzz1>}

donc

_ 2 )2 w
0= 15255;(55))2 H’tw) 11;2(1(c1)§g2)gv)2 {1 + O(w—zzl> }

_ 2 2 w
s st w0}
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Pour traiter les « grandes» valeurs de k, nous nous plagons sous la condition w — 1 <

1/logs =. Les formules (4-75) et (4-82) impliquent alors que

1/ _ 2 2 _
B 0 o — O T4 2a5 — 2aa, 3
5191957'7' - S(Od) logg{l logg + (log 9)2 + O((w 1) )}
0'/*log —(cs/2)(logg )4/
a?S(w) ( 1 0g 0 >{1+O( ) )}

1/a 2 2 2
_ (. ) {1 us +aa o o )3 }
(aS(a) i (log 0)? +O((w=1)) .
D’apres (4-50), il s’ensuit
log z\ 2 2+ a2 —o?
) U e
a (log 0)?

6990er = ( +0((w -1 }.

Par ailleurs, d’apres (4-81), on a

3, = LB o - 1)},

Nous déduisons alors, des deux précédentes formules, que

5= <logm)2{7r2+ai -«

- Tog.o7 +0((w—1) )}

_ <logx)2{7r2 + a2 —« +O((w B 1)3)}'

o a?(log, x)?

2

On vérifie sans difficulté que

2 +a2 —a®> 1-8(a)?

donc, puisque (1 — S(@)?)/(p(a)?S(a)?) < 1,

1—S(a)? 2

_ oo )2 p(a) w—1)3
= sappar 8 ogy oy O -V}

Or (4-53) et (4-22) impliquent respectivement que ¢(«)/logy x = (w — 1){1 + O(w —

et
1-S5()2 1 8(8) 1
5 (0p(a) S E e )
S(8)? 1
= msgrmerim Ol
donc
1 S(B)2 (w— ) (logm)
' PSEF B oY)

- BS(B)? H(w )
Or H(w) = (w—1){1 + Op—1(w — 1)}, donc

1-5(8)?

0= 55y

{1+ O0(w—1)}.

D}
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De plus, H' (w) =1+ Oy—1(w — 1), donc

1-5(8)?% K
- B2S(8)? H'(w)

En combinant (4-86) et (4-87), nous obtenons
_1-5(8)2 k? ) wR o
0= 525(8)2 H'(w) 1+0 mln{w_l,w 1} .

min{ﬂ;w—l}xg,
w—1

(4-87) 5

{1+ 0w —1)}.

donc nous avons donc obtenu (4-72).

L’ordre de grandeur (3-39) de ¢ découle de (4-72) et des estimations

- S 2
1525((;))2 = © j 72 = w?(logw)?(log, z)?

et H (w) <1+ logw. 0

5. Lemmes fondamentaux de la méthode du col

Les lemmes fondamentaux de la méthode du col que nous démontrons dans ce para-
graphe reposent en partie sur des minorations de sommes sur les nombres premiers. Nous
énongons ces minorations dans le lemme suivant. Rappelons que G a été défini par (3-19).

Lemme 13. On a, uniformément pour 9, 7 €R, 1 < y? < z et y — o0

(¥ — 7logp)? 2 2 2 log 2
(5-1) Z p > 7%(log 2)* + ¥~ log <logy)'

y<p<z

On a, uniformément pour 1 < o < 1 ety — oo,

1 _ylfaG((O. —1) logy) yl=oeViogy
i 2 T - Doy ro(t=—)
10& _yl—a y1—ae—\/logy
(53) 1;/ p° _O-f1+0< o—1 )7
_ (logp)® y'~7logy 1 y'TeViRyy
(54) 1;; po T oo—1 (1+(g—1)]0gy>+0( o—1 )

En particulier, il existe une constante cg > 0 telle qu’uniformément pour ¥, T € R,
1<y?< 2z, 14+eg/logy<o<1ety— oo,

(9 — Tlogp)? y'o 2 2
(5-5) > G ~ o—1)logy (T i (logy)2)

y<p<z
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Démonstration. Posons, pour j =0, 1, 2,

M; = Z (logp)j‘

On a

Mo®? — 2My 9T + Mar? = (Mo — M2 /M3)9? + (M9 — Mot)? /My > (Mo — M?E/My)0*

donc
Y — 7log p)?
(5:6) P AL T VA VY VAV
y<psz p
De méme, on démontre que
Y — 7logp)?
(5:7) > BT > oty - 0t

y<psz
Les minorations (5-1) et (5-5) reposent sur ces inégalités.

Commencgons par démontrer (5-1). En vertu des théoremes de Mertens (et des esti-
mations classiques sur les sommes de nombres premiers que I'on peut en déduire par
sommation d’Abel), nous avons, pour 1 < 2

B log 2z 1
Mo = log (logy> + O(Iogy)’
My = log(z/y) + O(1),
M, = (log 2)* — (logy)? + O((log y)*e~ V8.

<zety— oo,

En adoptant la notation u := (log z)/logy, il en découle que

—1)2 1
Mo — M2/Ms = logu — & 0( )
0 1/ Mo = logu u? —1 i logy

logz>'

= logu = log (logy

et, de maniere similaire,
My — ME /My = (log 2)2.
On obtient (5-1) en combinant ces estimations et les minorations (5-6) et (5-7) avec o = 1.

Les formules (5-2), (5-3) et (5-4) découlent du théoréme des nombres premiers et d’une
sommation d’Abel. Nous avons

1 > dr(t) o dt yl—7eViogy
p° y to y 17logt o—1

P>y

En effectuant le changement de variable v = (o0 — 1)logt et en tenant compte de
la définition (3-19) de G, nous obtenons immédiatement (5-2). Nous omettons les
démonstrations de (5-3) et (5-4) qui s’obtiennent de maniere similaire (et méme plus
simple).
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Voyons maintenant comment on peut en déduire (5-5). Pour (o — 1)logy > c¢g, on a,
d’apres (5-2), (5-3) et (5-4),

l1—0o _
M, — Y G((U 1) lOgy) {1 +O(y1—o _i_e—%\/logy)}7

(0 —1)logy
l1—0o
My =L — {1+ 0y +etVimn) ),
y' =7 logy

My = {140y~ + e 3ViEn) 1.

1
o—1 ( (J—l)logy)
Or, d’apres (3-20),

1 2 1
ey o e O e

G((oc—1)logy) =1—

Il s’ensuit que

%12 yt=e 1 (o — 1)logy)2>}

Yo~ 35 = T mear e e

1-0o

RG yl)logy}fﬂ{”o(m)}'

Pour ¢g assez grande, on obtient donc

l1—0o

y
{(e —1)logy}?

My — M /M, <

On démontre de méme que

l1-0o
Y
My — M?/My < —F———
2= Mi/Mo = gy
En reportant ces estimations dans (5-6) et (5-7), on obtient (5-5). 0

Dans son principe, la méthode du col consiste a démontrer que la contribution principale
a l'intégrale que ’on désire estimer (ici (3-14)) est fournie par un petit voisinage autour du
point-selle. Nous avons donc besoin d’une estimation justifiant une décroissance « rapide »
de la fonction intégrée «loin» du col. Nous donnons une telle estimation dans le lemme
suivant.

Rappelons que

Lemme 14. Soit ¢ > 0. Pour x assez grand, 1 < k < K., [9] < 7, |7] < (logz)!?,
a=alk,z) et o= o(k,z), on a

F(oe”, a+ir)
F(o, o)

ot c19 > 0 désigne une constante absolue.

: 72 E ) _CIOkQ/(k—’_g)e—Clok(w—1)2’l92/w2
a—1 ’

(5-8) < e c0k 4 (1 +
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Démonstration. Posons z = pe' et s = a + i7. Pour tout nombre premier p, on a

1 C 14 2Re(—2 2 [
‘ +p3—1‘ -t <p5—1>+p5—1‘
z 2|z| z |2
<1+2Re(=)+ |
p/ pr(p =1 Ipr—1

20 0?

e —1) P12

20 20
<1-— E{l —cos(¥ —Tlogp)} + oy +

Nous en déduisons que

> 2

p*—1

20 0
+
pr =1 (p*—1)

_ <1 n L)z <1 ~ 20{1 —cos(¥) — Tlogp)}>_

-1 pe(1+ 0/ (p> — 1))

‘1—1— ) <1— —{1—cos(¥ —7logp)} +
pa

En effectuant le produit sur tous les nombres premiers, nous obtenons

i . N B 1/2
F(oe ,Oé—i-ZT)’ <1—[(1_ 20{1 — cos(¥ Tlogp)}> <exp< QU),

2
F(o, @) . p*(1+0/(p* — 1)) 4
avec
1-— -7l
U=U@0,7Y)=Y Coswa rlogp),
p>Y p
ot Y est un parametre réel arbitraire satisfaisant 4 Y > (o + 1)/,
Nous allons démontrer que
k k 72
5-9 U>>min{—;—1o (1+—)}
(59) o kto " (a—1)?
et
k 0, 2
510 U= ( )
(5-10) >>g 1+ (a—1)log o'/

Le résultat souhaité découlera alors de ces estimations puisque

Vo W
1+ (a—1)log o/ = -7
d’apres (4-30).

Lorsque |7] est « petit», la somme U est dominée par ses premiers termes pour lesquels
la phase ¥ — 7logp varie « peu». On peut alors minorer U directement a partir de sa
définition en se restreignant a ces premiers termes.

Au contraire, lorsque |7| est « grand», la somme U n’est plus dominée par ses premiers
termes et il est nécessaire de tenir compte de l'effet pondérateur du facteur 1 — cos(¥ —
7log p). La minoration de U s’avere alors plus technique. Elle repose sur une minoration
que nous déduisons de la région sans zéro de la fonction ¢ de Vinogradov-Korobov.
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Commencons par établir la minoration de U qui nous servira dans le cas ou |7| est
«grand ». Posons

U*(0) = Z {1 — cos(¥ p:logp)}logp (0>1).

p>Y
Nous pouvons écrire

1 e 1
(5-11) U* (o) = Z%m(ﬁZéj—fﬁ) > Z%f

p>Y p>Y p>Y

> A
o+t
p>Y p

En utilisant la région sans zéro de ¢ de Vinogradov-Korobov, on établit par la méthode
standard d’intégration complexe (cf. par exemple la formule (71) de la démonstration du
Lemme I11.5.9.1 de [24]) que pour |7| < exp {(logy)*/?>~<} et 0 > 1, on a

l—o—ir

logp Yy e —(log 1)/
512 — - +0 o o—(logy)*/ 7y
o ;;y potiT o 4T —1 (e )

Faisons ’hypothese supplémentaire suivante sur Y :
logY > log, z.

Alors |7| < (log2)'° < exp {(log Y')*/?~¢}. Nous pouvons donc utiliser (5-12) pour estimer
les deux sommes du second membre de (5-11). Nous obtenons

Yl—a Yl—a

_ O(y1—9 o—(loga 2)7/%y
o—1 |a+i7’—1|+ ( ¢ )

U*(o) >

Nous en déduisons que
U= / U*(0)do

> [T /Oo Y7o p(etonar [Tyiog,
o o-—1 o |o+ir—1] o ’

ce qui donne, apres le changement de variable u = (0 — 1)log Y,
(5-13) U > A((a—1)logV, || log V) + O (Y~ ¢~ (ez22)"")
avec
Ava) — [ et
()\,a) = \ —du — \ mdu ()\ > 0, a > O)
Rappelons que I'inégalité (5-13) est valide sous la double condition

Y > (o4 1) et logY > log, x.

Nous allons utiliser (5-13) pour démontrer les inégalités (5-9) et (5-10) lorsque |7| est
grand.

Nous établissons la minoration de U sur deux sous-domaines complémentaires du
domaine 1 < k < K, .
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Dans cette premiere partie, nous démontrons (5-9) et (5-10) pour w > w; ol wy €
|1, 4+00[ est une constante que nous choisirons assez proche de 1 dans la seconde partie de
cette démonstration. Nous traitons ainsi les « petitesy» valeurs de k.

Nous commengons par démontrer (5-9) pour w > w;. Nous distinguons deux cas selon
la taille de |7|.

Considérons tout d’abord le cas ot w > wy et |7| < 2¢11 (o — 1). Posons

1
Y, = {—}7
! 5P 2011(0& — 1)

et choisissons ¢1; suffisamment petite (en fonction de w) pour que Y; > (o + 1)1/ (ce

qui est possible d’apres la Proposition 1). Nous pouvons alors choisir Y égal & Y7 dans la
définition de U et en déduire que

U Z 1—cos(19—710gp)>> Z 1 —cos(d —7logp)

(6%
Y1 <p<YP b Y1 <p<YP b

Pour Y; < p < Y72, nous avons |7|log p < 2 et par suite 1 —cos(d—7log p) > (9—7logp)?.
Nous obtenons donc

— 71
s Y Lgp)
Y1<p<Y

D’apres (5-1), il vient
U > r%(logY1)2.

Il s’ensuit que
2 2

T T
U>>m>>10g(1+m)a

ce qui démontre a fortiori (5-9) puisque, d’apres (4-30), on a k >, ¢ pour w > w;.

Supposons dans un second temps que w > wy et |7| = 2¢11(a — 1). Introduisons le

nombre Y5 tel que
e~/e C11
Y5 := max { exp {012—} exp{ 7] }
«

ol ¢15 est une constante dépendant uniquement de wy. D’apres (4-18) et (4-19), on a, pour
w>wy, a—1~1/(H(w)logyx) et k/o ~ H(wy)e ™/ Hw1) /a1l s’ensuit done que

efk/Q
a—1
et, puisque (0 + 1)/* ~ (a — 1)log z d’apres (4-43),

> H(wi)exp{ — H(wl)e_l/H(wl)/wl} log, =

1 logx

1)1/ .
e+ D7 < H{(w) logy z

Nous avons donc, d'une part, logYs > log,x. D’autre part, en choisissant cj2 assez
grande (de sorte que la quantité cioH (w1)exp { — H(wy)e™V/H®1) /1 } soit également
assez grande), nous en déduisons que Y3 > (o + 1)/, 1l est donc licite d’utiliser (5-13)
avec Y = Y. Il suit

U= A((a—1)log Ya, || log Ya) + O(Y, ~* e~ (g%,
En minorant |7]log Y2 par 11 dans le terme A((a — 1) log Y2, |7|log ¥2), nous obtenons

U> A((a — 1) log Y, 611) + O(Y21—a e_(10g2 m)E/Q)'



76 SEBASTIEN KERNER

Nous démontrons en annexe (formule (8:1)) que pour a > 0, on a, uniformément pour
0 < A< 1, A(Na) >, log(1l+ 1/A). Or, sous la condition w > wy, la Proposition 7
implique que (o — 1)log Y2 < 1, donc

1
A —1)log Yo, 1 (1 —)
Il en découle que
1 _ e/2
1 (1 ) yl-a —(log, @)
U > log +(a—1)logY2 +0(Y, e )
1
og (1 )
> st (v — 1) log Yy

En tenant compte de la définition de Y5 et de la majoration p < k, la minoration
précédente de U implique

k
U> min{— ; log¢}-
0 c1(a—1)
Pour w > wy et |7| = 2¢11(a — 1), Vinégalité (5-9) découle immédiatement du résultat
précédent et de k > p.

L’estimation (5-9) est donc établie pour w > wy ol wy est une constante quelconque de
I'intervalle |1, +o0c[. Nos allons faire de méme pour la formule (5-10).

Pour démontrer (5-10) pour w > w;, nous distinguons a nouveau deux cas. Si
7| = (a — 1) e*/(20) (5.10) découle de (5-9). Si || < (o — 1) e*/(2) nous posons

e_k/g e_k/(2g)
Y3 :=exp {012 } et Y, :=exp {012—}7
a—1 a—1

1/a

de sorte que, d’apres ce qui précede, nous ayons Yy > Y3 > (o + 1)*/. Nous choisissons

alors Y égal a Y3 dans la définition de U et nous écrivons

0> Z 1 — cos(¥ — Tlogp) S Z 1 —cos(d —7logp)

o
Y3<p<Yy p Y3<p<Yy p

Pour Y3 < p < Yy, nous avons || log p < 1 et, par suite, 1—cos(d—7logp) > (9—7logp)?.
Nous pouvons donc écrire

9 — 7logp)?
U z:( Tlogp)®

Y3<p<Yy p
Avec (5-1), on obtient alors oy
o
Ln»ﬁ%%(big).
Il s’ensuit que
U ok,
o

ce qui donne (5-10) car (o — 1) log o*/* < 1.

Considérons maintenant le cas ou w > w; et choisissons wy € ]1,400| assez proche de
1 pour que (a — 1) log 0'/® > 4. Nous traitons ainsi les « grandesy valeurs de k.
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Nous distinguons deux cas selon la taille de |7|. Posons

Y5 = (Q + 1)1/a

Supposons tout d’abord que || < o/ log(o + 1) et w > wy. Nous prenons Y égal a Ys
dans la définition U et nous écrivons
1 — cos(¥ — Tlogp)
Y Loceld_riogs)

U=

Y5<p<Y52

Puisque |7|log Y5 < 1, nous avons 1 — cos( — 7log p) > (¥ — 7logp)? pour Ys < p < Y2
et donc aussi

— 7l
s Y Lgp)
Y5<p<Y2

Pour w > wy, nous savons, d’apres la formule (4-49), que ¢'/*/((a — 1)log o*/*) < k. 1l
découle alors de (5-5) que
2

U>>§(a11>2>>§1°g(”(0£71>2>

et
k

) 2k ) 2
E((a — 1)10gg1/°‘) > E(l + (o — 1)logg1/a> .
Comme k < p pour w > wi, nous obtenons ainsi (5-9) et (5-10) dans le cas ou w > wy et
I7| < a/log(o+ 1).

Pour terminer, considérons le cas ot w > wy et |7| > «/ log(p+1). D’apres la Proposition
7, nous avons log Y5 > log, x de sorte que I'on peut choisir Y = Y5 dans (5-13). Comme
(o —1)logYs > 4, la minoration (8-2) (démontrée en annexe)

-2
AN a) > eTmin{l; a® /2?1,

U>

valide uniformément pour a > 0 et A > 4, implique

T Yy 72
A —1)logY: 1) ———= -
((a ) log 5’@—1)>>(a—1)10gY5 n{ ’(a—1)2}
On a donc, d’apres (5-13),
1/« 2 1/«
OZQ . . T Q —(lo :E)E/Q
R SR WP L e
o(la—1)log e (v —1)? 0
1/

Or, pour k < K, ., la Proposition 7 implique que (o — 1) log 0'/* < log, z, donc, sous la
condition |7| > a/log(p + 1), il découle de la minoration précédente que

1/a 2
ap . T
S 1: —— L,
g(a—l)loggmm{ ’ (a—l)Q}

Puisque 0Y/%/((a — 1) log 0*/) < k, on a donc

U>

k 2
U> —min{l; T—}a
0 (a—1)2
ou, ce qui revient au méme,
2

U>>§min{1;log(l+(aq——1)2)}-

Cette inégalité fournit a la fois (5-9) et (5-10) dans le cas o w > wy et |7]| > «/log(o+1).
Cela acheve notre démonstration. O
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Afin d’estimer la contribution d’un voisinage du point-selle & la double intégrale (3-14),
nous avons besoin d’un développement de Taylor de la fonction intégrée. Nous établissons
ce développement dans le lemme suivant.

Rappelons que

61919 =k+ szzz(ga Oé), 57’7’ = fss(@v Ol), 5197' = szs(@aa)a

désignent les dérivées partielles secondes de Iapplication ¢ : (J,7) — f(0e' o + i)
calculées au point (0,0).

Lemme 15. Soit € > 0. Pour z assez grand, k/logyz — 400, k < Ky, |9 < 3 et
17| < 1/(2log(r +2)), on a

. 1 1
floe™ a+ir) = fo,a) + ik —iTlogz — 551919192 — 5&# — 89, 0T
Ql/a

o—_1 XQ: ((log o)™ + ﬁ)ﬁQ—mTﬂﬂ-l)‘

+ O<k193+

Démonstration. La formule de Taylor donne

0 _ 1)
o0,7) = 3 Lot o,y 11

<2

VAR (- \m
o (e —1)" (er m
=y 2 D o,
l4+m<2
A 1 .
+ J3 + g(ew —1)Jy + §QQ(e“9 — 1)+
avec

i

oe ) 2
I ::/ Mfzzz(u,a+i7) du
o

et, pour m =0,1,2,

l)t+iT . _ m

Jerl — / WT—"U)ag—ma:”L—i-lf(g, 'U) dv.
o m!

D’apres les définitions de ¢ et «, on a f.(g,a) = k/o et fs(o,a) = —logz. Pour

k/log, x — 400, (4-16) implique que p tend vers +oo donc, d’apres (4-:37) et la Proposition

7, nous avons

1/ 1/a

0/ 3 3 4 ( m 1 ) m+1
I <« —9 k9 t Im — (1 —_— )
< log o < e 11 < TR (log o)™ + TR T

Avec ces estimations, le développement de Taylor devient
g(9,7) = f(o,a) —itlogx + k(e — 1)
1 . 1 )
- 55777'2 + 369, (" — 1)1 + §g2fzz(g, o) (e’ —1)2
Ql/a

+O<k193+a— Z

2
—1
m=0

(1o + Yoo,

9. Les conditions imposées & 9 et g justifient que (r,0) = (pe*Y,a +ir) appartient au domaine
(4-1) sur lequel la fonction f est définie.
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Enfin, Pestimation (4-37) et la Proposition 7 donnent 8y, < Ql/a/(a_ 1) et ngzz(& ) <
Ql/a/(log 0) < k. Donc

k(e —1) = ikd — %w? + O(k9?),

) Ql/a
i89- (e — )7 = — G, 97 + o( 1927),
a—1
1 , 1
§Q2fzz(Qa O‘)(ew - 1)2 = - §Q2fzz<ga O‘)ﬁ2 +O(k193)
Nous obtenons notre résultat en reportant ces estimations dans le développement de Taylor
et en utilisant la définition de dyy. O

6. Démonstration du Théoréeme 2

Nous commencons par établir les implications existant entre le résultat de notre
Théoreme 2 et Pestimation (3-9) de m(z) obtenue par Hildebrand et Tenenbaum dans
[19] pour k < (logz)/(logy ¥)2. Nous obtenons d’une part que notre résultat implique
celui de Hildebrand et Tenenbaum sur l’ensemble du domaine k < (logz)/(log, )2
Réciproquement, lestimation (3-9) fournit un résultat équivalent au notre pour les
«petites» valeurs de k, c’est-a-dire k < (logy 2)'2.(19) Cela nous permet de limiter la
démonstration de notre théoréme au cas k > (log, z)'2. Ces deux implications sont 'objet

du lemme suivant.

Lemme 16. Avec les notations de la Proposition 4, on a, pour x > 3 et k vérifiant (4-14),
(6:1) oV = \/k/o(logz)*{1 + O(1/Ly)}.

Démonstration. Nous utilisons les estimations de fs(o, @), f..(0, @), f.s(0, @) et fss(o, @)
établies dans le Lemme 1 de [19] ainsi que les évaluations de p et « rappelées dans la
Proposition 4. Nous obtenons

log = — fule,0) = 2=+ O((o+ 2)log(o +2)) = —2={1+0(+) 1

a—1 o — LO
2
2 0 1
_= = == 1 — )
099 =k +0"fz=(0.) k+0((g+2)log(9+2)) k{ +O(L0>}
dor = 0f2s(0, ) = —% + O(olog(o+2)) = O(log z),
_ __e 2y _ ¢ I
brr = fosl0:0) = gy + Ol(0+ Dlog(o+2)°) = —E{1+0(1-) }
Il en découle que
k 1
__ _ 2 _F 2 ERN
§:= B308r — (30-)" =~ (105.2) {1 + O(LO)}
Or la Proposition 4 implique, en particulier, que o = 1 4+ O(1/Ly), donc
k 1
2¢ M 2 i .
asd = Q(log:c) {1 +O(LO>}
Nous en déduisons immédiatement (6-1). 0

10. Nous n’avons pas cherché, pour des raisons techniques, a optimiser le domaine sur lequel notre
résultat est plus précis que celui de Hildebrand et Tenenbaum. Avec plus de soin, nous aurions
certainement pu agrandir ce domaine jusqu’a k > (logy )10,
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Lorsque k < (logy )12, 'estimation (6:1) peut encore s’écrire

Vs = \/k/o(logz)*{1 + O(1/log, z)}.

Nous constatons donc que pour k < (log, z)'2, le Théoréme 2 est une conséquence du
résultat (3-9) de Hildebrand et Tenenbaum. Pour compléter notre démonstration, il suffit
donc de démontrer que pour z assez grand et (log, z)'? < k < K, ., on a

ke , ogy 1)°
mi(@) = I/Ié;(k)leSa\/)g{l +OE<(I %/E) )}

En fait, pour k& > (log, )2, la formule de Stirling et (4-27) impliquent sans difficultés
que 'estimation précédente peut encore se réécrire

(6-2) m(@=%@§m{”@(%>}'

Nous consacrons la suite de ce chapitre a la démonstration de cette estimation. Nous
fixons € > 0 et nous supposons que x est assez grand et que k vérifie 'encadrement
(log, 2)'? < k < K, .. Nous découpons la démonstration en trois propositions.

Proposition 9. Soit T = (logz)®. On a

) g:m'e—zﬂk ( Oé)
x= oM (w /_ﬂ/ 0e” o tin)———— drdﬁ+0((logx) )

Démonstration. Supposons, comme on le peut, que = est un demi-entier. Nous obtenons
par la formule de Perron

.’I/‘_agkﬂ'k(l‘) _ x—agk 217T /7r (Z(Qeiﬁ)w(n)—k)dﬁ

‘,L‘iTefiﬁk
471‘2/ / (I‘FZT)Wde’l?
o gw(n) ) . 1
’ (Z ne “““{ ’T|log<x/n>|})'
n>1

Pour tout € > 0, le terme d’erreur est

0
—F(o, ).
< ) — T f(eq)

[log(z/n)|<e

Choisissons ¢ = T7'/2 = (logx)~3. Le second des deux termes ci-dessus est alors de
Iordre de grandeur de I'erreur attendue. Afin d’estimer le premier, nous introduisons la
fonction

w(7) = max{1l — |7],0}

dont la transformée de Fourier vaut

o(r) = (%)2 <1 +1¢2'
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Nous pouvons alors écrire

Z Z Qna (10g (z/n) > Z Qw(n) / (7_)(%)”/(25)(17_

| log(z/n)|<e n>1

<:/'(F( + T) ar
o+ .
& 2e /11 + 72

Quand ¢ < |7] < 1/e, la majoration (5-8) et la Proposition 7 impliquent

w(n)

1 )—C1ok9/(k+@)} F(o, )

‘F(Q,O&—i—il)) <<F(Q,Oz){e_clok + (1+ m (log 2)°

2e

En utilisant par ailleurs la majoration triviale

)F(g,a—i—z’;—g)‘ < F(o,)

quand |7| < € et |7| > 1/e, on constate que I'intégrale ci-dessus est

O(eF (0, a)) = O(F(Q’a)>

(log )3
ce qui fournit le résultat. O
Posons
cisw  [logy x

6-3 Yo = —=

(6:3) 0=\
et

(6-4) 70 := cig(a — 1) —(k + 0) log, ’

ko

ou c13 désigne une constante, ne dépendant que de €, que 1’0n choisira assez grande. Pour
(logy, 2)'? < k < K, ¢, on a, d’apres la Proposition 7, Jg < 4 et 0 < 1/(2 log(o + 2)) Le
point (0’ a +i7) avec [9| < Vg et |7| < 7 appartient donc au domaine (4-1) sur lequel
la fonction f est définie.

Proposition 10. Pour c¢i3 assez grande, on a

xzr e—'m?k ( Oé)
a+in) S drde o( )
v m(a e / /_TO Yatin) a+iT i (log x)3
Démonstration. 11 suffit cette fois d’estimer les contributions des domaines [J| <
7o < |7 < T et dg < |9 <, |7] < T ala double intégrale de la Proposition 9. En

appliquant le Lemme 14, nous constatons que ces contributions sont
(6-5) < F(o,a){T =% 4 I(199,0) +1(0,70)},

ou les quantités I(v,0) et I1(0,7y) sont définies par

2

™ T ~c1oke/(k+o)
I(a, b) - / e—cmk(w—l)?ﬁ?/w?dﬂ v / (1 + (aT—l)Q) 10ke o dr (a, b O).
a b -
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A Daide des estimations classiques
+oo —Aa?
e
/ e~ 4y <
a

A>0,a>A"1?
v A0 )

et
1 +b?)~B/2

+o0 (
1+u?) Pdux B>2 b>0),
JRCER a— )

nous obtenons

(w—1)VEk\ ke

wla—1) [k+op < 8 )—Clokg/(Q(k-i-@))
(w—1)VE\ ke (a—1)?

Il découle de la Proposition 7 que I'on a, sous les conditions log, x < k < K, ¢,

I(O,To) <

wo—1) [k+o _ w?/? - (log, x)3/2
(w—1vE\ ko = Viegw(w—1)32logz log x

Tenant compte des expressions de ¥ et 79, il s’ensuit que

3/2 3/2

(logy @) )
(].Og ‘,1:.)1—"-01004113/2

(logy )

1(9,0) < —2222)
(o, 0) logz) s

et 1(0,79) <

Le majorant (6-5) est donc de l'ordre de grandeur annoncé & condition de prendre ci3
assez grande. O

Proposition 11. Soit

1 Jo 70 B et? ; it ,—i0k
::_2/ / (oe ,a—i—w)x' e drdo.
42 | 9. ) r F(o,a) (a+i7)

Pour c13 assez grande, on a

- o))

Démonstration. La premiere étape de cette démonstration consiste a utiliser le dévelop-

pement de Taylor établi dans le Lemme 15 pour estimer la fonction sous la double intégrale

définissant .J. Nous nous ramenons ainsi a I’étude de 'intégrale d’une gaussienne.
D’apres le Lemme 15, I'intégrande de J est égale a exp{x (¢, 7)}/(ca +iT) avec

(log, 37)5

L2 s o
X9, 7) 1= =50990% = S0rr7 5197797+0( N )

car pour [ < Vg et |T] < 70, la Proposition 7 entraine que

/2 /log w(log, x)*/* (logy 2)° .
Vi(w —1)7/2 Vi

2
1 _ w
k0% + (log) Y ((log o)t + m)m Ll <
=0
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Nous en déduisons que, pour k > (log, z)'?,

X7 — exp{ - %57979192 — 0y, UT — %(2772}{1 + O(%) }

Par ailleurs, nous avons a + i1 = a{1 + O(1)} et 7o < (log, x)°/v/k, donc

L (70 [T s gt s gr_is. 2 (logy 7)°
{—2169909° =89 9T7—28,-7°} 1 2 .
Tan? /_190 /_Toe 2 2 drdﬁ{ —i—O( Ny )}

Désignons par Jy l'intégrale double ci-dessus. Dans cette seconde étape, nous appliquons
les méthodes classiques d’estimation des intégrales de Gaufl pour évaluer I'ordre de
grandeur de Jy.

En utilisant successivement 1’égalité

6:6)  J=

30009 By 4 50007 = S +2( 5TTT+\/K19)

et le changement de variable u = /0,7 + dy,9/y/- & ¥ fixé, nous pouvons réécrire Jy
sous la forme

9 T
Jo = / 0 <e_%5‘92/5” / Y o MV 600/ Y dT) dv
_"90 —T0
== R e /2 du ) dv
Orr S~ —A(=9)

6197'
A(Y) i =/ 0rr —.
(9) := Vbrr10 + e

avec

Comme dy, < 0, on constate que

. 5197'
\5{2%0 A(9) = A(9g) = \/Orr70 + - Jo.

D’apres les Propositions 7 et 8, on a

—dyr < logx,

(log z)?
i

d-r = (logz)(logy z) (1 + H(w)) =< (1 +logw)

et
2—(01—1) (k+ o) logy = v/ wklogs x
cfy ko ~ /(w—1)logwlogx

donc, d’apres les définitions (6-3) et (6-4) de ¥y et 79, on a

5 _ o wy/logyx dprJ0 \/wlogy x
rrTo X Cjg— ——— ¢t - =~ a3
w—1 VOrr V(w—=1)logw

En choisissant ¢;3 suffisamment grande, nous obtenons donc

v/1o
min A(¥) = A(y) < c%% > ci44/log, .

[91< 90
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Par conséquent, pour c13 assez grande, nous déduisons, d’estimations classiques sur les
intégrales de GauB}, que, pour tout |¢| < o,

/A(ﬁ) e_“2/2du:\/ﬂ{1+0< 1 >}

—A(—9) (log z)10

Il s’ensuit que

Jo = \/g/_i o~ 300 /5rr dﬁ{l + o(m)}-

Les Propositions 7 et 8 impliquent que
593 /07 > c13log, .

Nous avons donc, pour c;3 choisie assez grande,

[ et g = T o o))

Il vient alors o .
Jo = %{1 + O<W)}

Nous obtenons notre résultat en reportant cette évaluation dans (6-6). O

L’estimation (6-2) est alors une conséquence immédiate des quatre propositions
précédentes et de la majoration V& < (logx)? déduite de la Proposition 8. Nous avons
donc achevé la démonstration du Théoreme 2.

7. Démonstration des corollaires

7.1. Démonstration du Corollaire 4

Nous démontrons dans ce chapitre un résultat plus précis que le Corollaire 4. Rappelons
que & a été défini par (4-29) et que I'on a € < (log, z)~ /4.

Corollaire 7. Soient e > 0 et n > 0. Pour x assez grand et (logy, )17 < k < Ky ¢, on a

B
(7-1) i (z) = k) exp{ O, (k&) }-

<(S(6) log z)

Nous démontrons ce résultat en plusieurs étapes. Le lemme suivant fournit le comporte-
ment asymptotique de log (g*k:co‘) lorsque 1 <k < K, ..

Lemme 17. Soit € > 0. Pour x assez grand et 1 <k < K, ., on a

(7-2) log (0™ *F2) = Blogx — Bklog, © — Bklog S(B) + O (kE)-
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Démonstration. La formule (4-26) implique que

kR
alogzr = Blog:z:JrO(lng),

o R a été défini par (4-28). Par ailleurs, pour w — 1 < 1/logg x, (4-22) implique

1
alogr = PBlogx + log:z:

tog 1 (9) + O (w — 1152

0gy T logy

= Blogx + klog k1(8) + O((w — 1)k).
Des deux précédentes formules, on tire
(7-3) alogx = Blogz + klog k1 (B) + O(KE),

car log (1/k1(B)) < R/logw et min{R/logw; w — 1} < &, ol £ a ét¢ défini par (4-29).

L’estimation (4-27) donne

(7-4) klog o = Bklogy x + Bklog S(B) + klog k1 (8) + O(KE).
Nous obtenons (7-2) en combinant (7-3) et (7-4). 0
Le lemme suivant fournit le comportement asymptotique de log (F(g, oz)) lorsque

k> (logy z)Hm.

Lemme 18. Soit € > 0 et > 0. Pour x assez grand et (logy )" <k < K, ., on a

. 1
On a ) )
mm{—(logw) Tog, 7 ;W — 1} < \/@.

Démonstration. Pour évaluer log F'(p, «), nous utilisons 'identité

(7-6) log F(0, ) = /0@ fa(r,a)dr

et des estimations adéquates de f.(r,a). Nous distinguons trois cas selon la taille de
Ientier k.

Lorsque k est « petit», c’est-a-dire

log x
1 bl g —2,
( 082 J}) (10g2 (E>2

nous utilisons I'estimation de f,(r, o) obtenue par Hildebrand et Tenenbaum dans [19] pour
r>0etl<o<1:

—log,(r+2) —v+0 +(a—1)log(7‘+2)>.

fulr.o) = log - (o3
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On a ¢ — +oo donc, en intégrant la formule précédente entre 0 et o pour o = «, on
obtient

1 0
log F'(, @) = plog — — @10g29+0149+0<@ + (o — 1)910g9>
0
— of. (o, o(—— —1)plogo).
0f-(0,0) + O( o= + (= ologo)

On a of.(0,«) = k. Par ailleurs, pour k < (log)/(logy x)?, la Proposition 4 entraine
(a —1)(log 0)* < 1. Donc

log F(o, ) = "’{1 +O(k1§gg>}

ce qui implique, d’apres cette méme Proposition 4,

(77) log F'(e, ) = ’f{1+0n (m)}

Supposons dans un deuxieme temps que
o~ (es/)logz )7 18T g
log,
Il découle alors de la Proposition 7, que 'on a log o'/ > logy, x et a—1 > e~ (cs/4)(logy 2)*/7

On introduit alors l'estimation (4-31) dans (7-6). On obtient ainsi

4

-1 1/ad 1/a
logF(g,a):L G(a logr>r T—i—O(Q )
a—1J, « rlogr log o
1/a -1 1/
a0 « 0
- G(=5oze) +0(3575)
(a—1)logo o 8l + log o
1/a
J— Q .
= sz(@aa)+0(logg)
Or of.(0,«) = k, donc, d’apres la Proposition 7, on a
1
7.8 log F(0,a) = k{l 0(—>}-
(7:) o8 Plo.0) = k{1 + 0 (i

En associant (7-7) et (7-8), nous obtenons donc, pour (log, z)'*" < k < K, .,

1
7.9 log F(o, :k:{l o) (7)}
( ) 0og (@ Ol) + n logwlogk‘
Cette formule ne fournit pas d’équivalent asymptotique de log F'(p, @) lorsque (log w) log k
ne tend pas vers 400, c’est-d-dire lorsque  := ((w — 1)log, x) /w ne tend pas vers +oc.
Nous comblons cette lacune dans la derniere étape de cette démonstration en évaluant
log F'(p, @) pour les « grandes» valeurs de k.

Supposons que k < K, . et w—1 < 1/logs . On a donc log ¢ > log, . En introduisant
lestimation (4-32) dans (7-6), il vient

6% ‘er/a dT‘ Ql/a
log F(0,a) = S(a)/o rlogr +O({(o¢1)10g9}2)
1/a

= Streeet (e
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D’apres les estimations (4-49) et o — 1 < 1/k, il s’ensuit que
log F(o,) = ak{l + O(w — 1)}.
On a donc, d’apres (4-55),
(7-10) log F(p,a) = Bk{1 4+ O(w — 1)}.

En réunissant (7-9) et (7-10), on obtient, sur I'ensemble du domaine (log, x)77 < k <
K, ., estimation

log F(0, @) = Bk{l +On<min{m; w— 1}) }

On constate sans difficulté que le terme d’erreur atteint son maximum pour w — 1 =
(log, m)_l/Q et qu’il est alors <, (logy m)_1/2, .

Démonstration du Corollaire 7. Nous fixons € > 0, n > 0 et nous supposons x assez grand
et (logy )17 <k < K, ..
En combinant (7-2) et (7-5), on a

log (Q_k.’L‘aF(,Q, a)) = Blogx + Bk — Pklog (S(ﬁ) log x) + O(kE).

D’apres (4:72), on a § < (w — 1)(logw)(log x)? /w et donc, pour k > (logy x)!7", on a a
fortiori 6 = exp{O(kE)}.

De plus, pour & > (logz)'*7 Destimation a — 1 < 1/(wlogwlog, z) implique que
a =exp{O(k&)}.

Enfin, la formule de Stirling fournit W (k)W (o) < 1 = exp{O(k€)} pour k > (logy z) 7.

Il découle donc de ces estimations et du Théoreme 2 que I'on a

ek B
ma) = (7 ) e {O(k€)),
(S(B) log x)
Le résultat du Corollaire 7 est donc établi. O

7.2. Démonstration du Corollaire 5

Comme dans le cas du Corollaire 4, nous démontrons un résultat plus précis que le
Corollaire 5. Rappelons que € a été défini par (4-29) et qu'il vérifie £ < (log, )~ 1/4.

Corollaire 8. Soit ¢ > 0. Pour x assez grand et 1 < k < K, ., on a

T+1(2) _ 1+0() .
(@) x5y (8)(S(8)logz)”

(7-11)

En particulier, on a

(7-12) Wi:zi?) _ (loiw>ﬁ'



88 SEBASTIEN KERNER

Démonstration. Pour k < (logy )12, (3-11) implique (7-11).
Supposons dorénavant que k > (log, z)*? et évaluons le quotient

R A CIN
z®0 " F (o, a)

(7-13) Q=

ol o1 et a sont les solutions du systeme (3-8) avec k + 1 a la place de k.

Pour z fixé, on peut considérer o = a(k) et o = p(k) comme des fonctions de k, et
prolonger ces applications sur [k, k + 1] de sorte que m — «a(m) et m +— p(m) soient
solutions de (3-8) avec m € [k, k + 1] & la place de k et soient de classe €'. De méme, on
note 5(m) la valeur de 3 ou k est remplacé par m. Le logarithme du quotient (7-13) peut
s’écrire

k+1
log@ = /k %{ —mlog o(m) + a(m)logz + f(o(m),x(m)) } dm

B kt+l B - mg’(m) / /
= /k < log Q(m) + « (m) log:r + fz (Q(m)a a(m))g (m)

o(m)
+ fs(g(m),a(m))a/(m>)dm
k+1
= —/ log o(m) dm
k
car f. (g(m),a(m)) = —m/o(m) et [s (Q(m)ya(m)) = —logx. Avec (4-27), l'expression

précédente devient

k+1

k+1
log@Q = — : (m) log{S(ﬂ(m)) logx}dm—/k log {m(ﬁ(m))}dm—i—O(é’).
On remarque alors que pour m € [k, k + 1], on a

B(m) —1= (5 — 1){1+0(ﬁ)},

S(B8(m) = S@{1+0 (ﬁ»

et
log {#1(B(m))} = log #1(8) + O<ﬁ)

donc

50n>bg{5(50nnlogx}=:ﬁkg(5(5nogx)+<9(W{1+éﬁﬂ_}i}%zx}>

2

= Blog (S(B)logz) + O(ﬁ)

Par conséquent, on a
w?
log@ = — Blog (S(5)log) ~log s (8) +O(& + m)
= — Blog (S(B)logz) —logk1(B) + O(E).
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2
)

Donc, d’apres (6-2), on a, pour k > (log, )!

menle) 1 (k) /3TH)
() k1(8)(S(B) logx)ﬁ a(k+1)\/6(k+1)

{1+0(&)}.

Grace aux Propositions 7 et 8, on constate que

a(k)\/o(k) B w3 ‘
alk+1)/6(k+1) ! +O(k(w - 1)2>
Il s’ensuit que @) .
TettA?) — 1+0(&)}.
Tk () nl(ﬁ)(S(ﬁ) logx)ﬁ{ 2

On a ainsi démontré (7-11).

En notant que x1(5) <1, S(8) < f—1=<k/(logwlogz) et 5 < 1, on déduit de (7-11)
que

W;ZE:S‘) _ (loiw>ﬁ’

ce qui acheve notre démonstration. O

7.3. Démonstration du Corollaire 6

La encore, nous démontrons un résultat plus précis que le Corollaire 6. Rappelons que
R et £ ont été définis par (4-28) et (4-29) et qu’ils vérifient R < (logs x/log, 2)/? et
£ < (logy )14,
Corollaire 9. Soit €, > 0. On a, uniformément pour x assez grand, 1 < k < K, . et
k< K, — ¢ (log))/log, x,

mr(Az)  log(Ax)y (B—1)logz—1 klog A
(714) Ak () _< log ) exp  Oce 8+R(logw)log:r

Démonstration. Lorsque k < (log, z)'?, l'estimation (3:12) implique (7-14). Supposons
dorénavant que k > (logy, x)'2. Remarquons que les hypotheses impliquent que A <
mO(l—v)'

Fixons k et considérons «, o, §, w, 5, R et £ comme des fonctions de la variable . Nous
adoptons les notations o = a(x), 0 = o(z), 0 = §(z), w = w(x), f = [(z), a1 = a(A\x),
01 = 0o(Ax), 01 = 0(Az), w1 = w(Ax) et f1 = B(Ax). D’apres (6-2), on a

7Tk(>\9€) . Q10Q2Q3 (log2 96‘)5
(7-15) el {1 1o, <—\/E ) }
avec & ( )
_ 01"z F (o1, _ o _ /9.
1= o FaoF(g,a) 2= a1 ot @s= o

Commencons par évaluer le quotient J1. On constate aisément que

Az du

log Q1 = /:m a(u)% = log)\+/x (a(u) —1)—-

u
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On a, uniformément pour z < u < Az,
(7-16) w(u) = (1+ log)\)w{1+0(&>} = w.
log x (log x) logs
Par conséquent, uniformément pour z < u < Az, on a R(u) < R et donc, d’apres (4-26),

a(u) — 1= (B(u) —1){1+ O(R)}. Alors
Az d Az d
/ (0u) ~ 1) :/ (5w) ~ 1)1 +O(R)}.
11 découle également de (7-16) que l'on a, uniformément pour x < u < Az,
log A
(B(u) —1)logu = (B — 1)(logx){1 + O( logfug TTogz

memwdﬁ?=w—ww%@/M;%;ﬁ+0Qaﬁ%é;ﬂ

T

= (6 —1)(logx)log (%){1 + O(%)}.

d’ou

Nous avons donc obtenu

log(Az)\ (B—1log e klog A log A
1 = )
(717)  Qui=A( o ) e O G logm<R+ Togw) logm)

D’apres la Proposition 7, on a

Q2 =

g@+0@@E£E§”

et d’apres (7-16), on a

k log A
b= 5{1 + O((logw) log x (w% ;))glogx>}.

Il s’ensuit que

B k wlog A
(7-18) Q2_1+O<(Iogw)loga:(R+ (w—l)loga:))

Enfin, d’apres la Proposition 8, on a

_ [1=sGr #sGy: [
C%_¢B%wﬁl—ﬂ&y¢ (w) OGN

donc

_ logz_ _losd )1,
(7-19) Q3 = log(A\z) {1 + ()(5 + (logw) 10g:1:> }

En combinant (7-15), (7-17), (7-18) et (7-19) et en remarquant que, pour A < z@(=v),
kR ER log A
K
(logw)logz — (logw)logx

et
k(log \)? wklog A log A

(logw)2(logz)?  (w— 1)(logw)(logz)? = (logw)logz
on obtient (7-14). 0
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8. Démonstration de la Proposition 2

Nous présentons ici la démonstration [12] de la proposition 2. Nous tenons a remercier
Michel Balazard de nous avoir communiquer sa démonstration.
Posons

Nous allons construire une injection de Il (x) dans II;_1(z). Pour cela, nous utiliserons
plusieurs lemmes.

Lemme 19. [l existe une injection i de l’ensemble des parties de E = {1,2,...,2j + 1}
ayant au moins j + 1 éléments dans l’ensemble des parties de E, telle que si A C E et
|A| > j+ 1 alors i(A) s’obtient en enlevant un élément de A.

Démonstration. Cela résulte de la solution du « problemes des mariages», comme 1'ont
montré Erdds et Nicolas dans [16] (Proposition 6). 0

Lemme 20. Pour k = 2,3,..., soit j(k) un nombre entier vérifiant 1 < j(k) < k.
Définissons f(k) récursivement par f(1) =2 et, pour k > 2,

f(k) =min{(p1...px—j)’Ph—ji1--- 0k — L, f(k — Dpajpa}  ou  j=j(k).

Alors il existe une injection iy, de I1(f(k), k) dans I1(f(k),k—1) associant & tout nombre
de II(f(k), k) Uun de ses diviseurs.

Démonstration. C’est vrai pour k = 1. Supposons, pour k > 2, I'existence d’une injection
ip—1 de H(f(k—l), k—l) dans H(f(k—l), k—2) telle que, pour tout n € H(f(k—l), k—l),
ix—1(n)|n. Montrons que 'on peut construire .

Tout entier positif n s’écrit de maniere unique n = qd ot u(q)? = 1, p|d = p*|d et
(q,d) = 1.

Sin e H( f(k), k:) alors w(q) > j + 1 sinon k — j facteurs premiers de n apparaissent
avec un exposant supérieur ou égal a 2 et n = pi...ppp1...pk—; > f(k). Deux cas
se présentent alors : Si PT(q) < pajy1, on définit ix(n) au moyen de l'injection du
Lemme 19, en enlevant & ¢ I'un de ses diviseurs premiers. Si P*(q) > p2j+1, on
définit ix(n) = P (p)ir—1(n/PT(p)), ce qui est possible car n/P*(q) < f(k —1) et
w(n/P*(q) =k—1.

Si on fait I'hypotheése supplémentaire que ix_1(m) et m ont la méme partie « squarefull »
(c’est vrai pour i1 ), on vérifie facilement que i, est une injection ayant les mémes propriétés
que %g_1- O

L’injection 4 induit une injection de H(x, k) dans H((IJ, k — 1) pour tout z < f(k), ce
qui prouve que 7 (x) < mp_1(x) si z < f(k).
Nous allons maintenant choisir j(k) pour que f(k) soit le plus grand possible.

Lemme 21. 5i
- klog2

j(k) = [k [+1,

log k
on a
f(k) =exp {k(logk +logy k — 1 +1log2+o(1)) }.



92 SEBASTIEN KERNER
Démonstration. Nous allons utiliser le théoréeme des nombres premiers sous la forme
ﬂ(pn) = Dn _|_ O(pnefxllogpn)

- n{logn+log2n —1 +O(11(Zi2:>}'

Nous commencons en obtenant une formule asymptotique pour la quantité
(p1-- -pk:—j)ka—j-l—l e — L= exp{d(py) + ﬁ(pk:—j)} -1,

ou j = j(k). Nous avons

9) +9(pss) = F{ o + 1o k14 O(TE2)}

log 2
log k

+ {k + O(l)}{logk + O(logy )}

— k{logk+log2k— 1+10g2+0(1;8;2:>}.

Définissons maintenant A(k) et B(k) par les formules

log, k
70 = exp ke (log b +logy b — 1 +log2+A(k)—Ei:2k )}

et

log, k
. 2 . — e - 2 !
(P1 -+ Pk—j) Ph—jt1--.Dk — 1 =exp {k(logk+log2k 1+log2+ B(k) log k )}

de sorte que A(k) < B(k) et, d’apres ce qui précede, B(k) = O(1). Il nous suffit, pour
conclure, de montrer que A(k) = O(1).
Soient k1 < ko < --- les valeurs de k pour lesquelles on a

(P1---Ph—j)*Phj1 - -k — L < f(k — D)pajpa.
On a A(k;) = B(k;) = O(1). Montrons que si k; < k < k;+1, A(k) reste borné. Pour une
telle valeur de k, on a f(k) = f(k — 1)p2jt2, donc
log, k)
log k

= (k— 1)<10g(k— 1) +logy(k—1) —1+1log2 + A(k — 1)

k(logk+log2k— 1+log2+ A(k)

log, (k — 1)>
log(k —1)

{logk+log2k+log2—i—O(l(z)ggQ:)},

d’apres la formule asymptotique

1
log p, = logn+log2n+0( 0g2n>‘
logn

Tous calculs faits, on aboutit a

log, k logy(k—1) log, k
A —Alk—1)(k—-1)—=—— =
(k)k log k (k=1 —1) log(k — 1) O( log k )

d’ou, apres sommation,

k
log, k logy ki log, ¢
A(k)k——=— — A(ki)k; =
() log k (:) log k; (2:;-1 log ¢ )
ce qui prouve bien que A(k) = O(1). 0

Pour terminer la démonstration de la proposition, un calcul simple montre que, pour
g0 <log2,onax < f(k)siz>uxo(en) et bk > Ky ey
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Annexe 1

Posons, pour A > 0 et a > 0,

o0 e—u oo e—u
AN a) = —du — —————du.
(A a) [\ w v [\ (u2 + a2)1/2 u
Lemme 22. Soit a > 0. On a, uniformément pour 0 < A\ < 1,

(8:1) AN a) >, log(1+1/N).

Démonstration. Pour 0 < A < 1, on a

(e.] e—'LL
/)\ —(u2 PRI du <, 1

et, par intégration par parties,

/00 %du = log (%){1 +O(\)}.
A

Donc

AN, a) ~ log (%) (A—0)

ce qui démontre (8:1) pour A < Ag o1 \g est assez petit.
Lorsque A\g < A < 1, on a A(Aa) = A(Ng,a) et log(l + 1/A) < 1 donc A(\ a) >,
log(1+ 1/X). On a ainsi démontré (8-1) pour A < 1. 0

Lemme 23. On a, uniformément pour a > 0 et \ > 4,

A e—)\a2

e
2 A - mind{l:a?/ N — .
(8-2) A a) > h\ min{l; a”/A\°} NCEESY)

Démonstration. Par intégrations par parties, on a

/oo efud ef)\ ef)\ N 2/+oo du
—_—au = — — —
N A A2 N udet

et
/°° e U e N 1 1 1
)
\ (u2+a2)1/2 \ (1—|—a2//\2)1/2 )\(1_,_@2/)\2)3/2
+/+°° (2u? — a?)du
\ (u2 + a2)5/2 eu
Or

400 400 2 _ 2 400
2/ du_/ M>2/ Y (e
o ouer i (u2+a?)5/2ev A uded (14 a?/u?)>/?

oA
s0ve) > S {1t 3 (- e}
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Sia/A — 0, on a
2

4
1@%@%)%@%)%*0(@

donc, pour a/\ — 0 et A > 4,

- 1 1 (1 B 1 ) . a?
(1 +a2/X2)172 X (1+ a2/X2)3/2 2
La minoration (8-2) en découle dans ce cas.
Sia/A>1,ona
s 5 (1 ) >
(1+a2/X2)172 X (1+ a2/\2)3/2
donc (8-2) est également vérifiée dans ce cas. 0
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9. Introduction

Nous dirons d’une propriété portant sur les nombres entiers qu’elle est vérifiée pp
(presque partout) si elle est satisfaite sur un ensemble d’entiers A de densité naturelle
dA égale a I'unité, c’est-a-dire

dA = lim l

r——400 I

AN, a]| =1

On dit alors de cette propriété qu’elle est normale.

Nous nous proposons d’établir dans ce travail un résultat de « bonne» répartition des
diviseurs d’un entier normal (on notera au passage le double caractere probabiliste du
probleme : répartition stochastique des entiers et de leurs diviseurs). La notion sous-
jacente étudiée ici est celle de suite de Behrend. On dit qu'une suite d’entiers naturels B
est une suite de Behrend si

T(n,B) :=|{d|n:de B} >1 (pp)-

Commencons par énoncer notre probleme. Nous verrons plus loin comment il est
apparenté avec la notion de suite de Behrend.

Soit f une fonction de N dans R. S’il n’y a pas a priori de raison structurelle
évidente pour que les nombres f(d), d|n, aient une répartition modulo 1 particuliere,
un raisonnement heuristique d’équirépartition modulo 1 conduit a conjecturer que 'on a

win | /D) = i (o0)

ou la notation |lu|| désigne la distance de u a ’ensemble des entiers naturels.

Dans le cas ou f(d) = (logd)®, Mendes France & Tenenbaum [36] (pour la minoration)
et Tenenbaum [40] (pour la majoration) ont démontré que, pour les nombres réels
a>1—1log?2 tels que {(logd)® :d > 1} NN =2, on a

. ol 1
g [(log d)*[| = prStEG] (pp).
Le résultat est donc en accord avec les énoncés classiques d’équirépartition modulo 1 que
I’on peut obtenir pour les suites a croissances polynomiales. On profite, dans ce cas, de
la répartition probabiliste des entiers normaux. Cependant, il est raisonnable d’espérer
mieux dans ce type de probleme. En plus du caractere probabiliste 1ié a la normalité des
entiers considérés, la répartition aléatoire des diviseurs de ces entiers permet d’envisager
des résultats pour des suites a croissance beaucoup plus rapide que polynomiale. Ainsi,
alors que 1’équirépartition modulo 1 de la suite géométrique (3/2)™ semble aujourd’hui
hors d’atteinte, Tenenbaum a obtenu ([41] théoreme 11) un résultat pour la fonction
ha(d) = d*, dont la croissance (comparable & j — exp(j®/1982)) est exponentielle sur
les diviseurs. Son résultat énonce que, dans le cas d’un nombre réel o > 0 non entier, on a

Jmin [ < 1/7m)° (op)

des que § < log(12/11)/log4.

11. Lorsque o < 1 — log 2, le résultat devient faux. Pour plus de précisions, voir [39].
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Nous considérons dans ce travail une autre suite a croissance exponentielle sur les di-
viseurs : la suite gy(d) = Jd ou ¥ désigne un nombre irrationnel. Si ¥ possede suffisam-
ment de bonnes approximations rationnelles, le raisonnement heuristique d’équirépartition
modulo 1 nous amene a conjecturer que

. 1
min [9d]| = ST (pp)-

11 existe déja un résultat 1ié a cette fonction gy. Le Corollaire 9 de [41] et la remarque qui
le suit fournissent, pour ¢ appartenant a un certain ensemble F contenant les irrationnels
algébriques,

1 1

7 (n) 1o S gﬁl}g [9d]| < 7 ()1~ (0g 3)/ Tog 4+o(1) (pp)-

(91)

Nous nous proposons de remplacer la constante log3/log4 dans la majoration ci-dessus
par o(1), pour un ensemble tres vaste de valeurs de 9.

Pour chaque nombre réel 9, nous désignons par {p;(9)/q;(?)};>1 la suite des réduites
de ¥ (ou bien {p;/q;};>1 lorsqu’il n’y a pas risque de confusion). Nous introduisons alors
I’ensemble £ des nombres irrationnels ¥ pour lesquels

(9:2) log gj+1(9) < {log q; ()} (j — +00).

Le théoreme 31 de [33](12) permet de justifier immédiatement que le complémentaire de
& dans R est négligeable au sens de Lebesgue. En fait, bien que cela ne soit pas énoncé dans
le théoreme 31 de [33], le résultat obtenu au cours de la démonstration est sensiblement
meilleur : le complémentaire de £ dans R est de mesure de Hausdorff nulle.

Par ailleurs, il découle aisément du critere de Liouville que tous les nombres algébriques
appartiennent & £. En effet, si 9 est un nombre irrationnel n’appartenant pas a &, il existe
un nombre réel 7 > 0 et une sous-suite {jy}¢>o des entiers naturels tels que, pour tout
0 >0, logqj,+1 > (logg;,)'™" et donc aussi

Pj, 1 1
Y- == < .
‘ dj, q5,495,+1 (qj£)1+(10g )"

Si N € N, il existe ¢y € N tel que pour ¢ > £y, on ait 1+ (logg;,)” > N. Alors

1
Gy (=)

Selon le critere de Liouville, le nombre réel ¥ est donc de degré au moins N. Puisque N
est arbitrairement grand, nous en déduisons que 1} est transcendant et, par suite, que £
contient nécessairement tous les nombres algébriques.

Nous pouvons alors énoncer notre résultat principal.

<

<

‘19_@

dj,

Théoreme 1. Pour tous les nombres ¥ de l'ensemble £, on a

i 1
min [dd|| = e (pp).

La méthode que nous employons pour démontrer ce théoreme est susceptible de fournir
l’ordre de grandeur du o(1). Nous nous sommes cantonnés a 1’énoncé ci-dessus pour éviter
les notables complications techniques nécessaires a cette généralisation.

L’ensemble F contient £. La minoration contenue dans ce théoreme est donc une
conséquence de (9-1). La preuve développée de cette minoration figurera dans larticle [32].

12. Pour un résultat plus précis, on peut consulter [34].



Sur la répartition divisorielle normale de ¥d (mod 1) 101

Le corollaire suivant résulte sans difficulté du théoréeme 1.

Corollaire 1. Soit ¢ > 0. Pour 9 € £, l’ensemble
B(0,e) :={n>2:|0n|| < 7(n)"'T}

est une suite de Behrend.

10. Moments de L(1,x;y)

Soient y un caractere de Dirichlet de module ¢, s un nombre complexe et y un nombre
réel > 2. Posons, pour ¢ = Res > 0,

(101) Loy = Y X

Pt(n)<y

Nous désignons par xq le caractere principal modulo gq.
L’énoncé suivant fournit, pour tout b > 1, une majoration uniforme en y de |L(1, ;)|
en moyenne sur les caractéres non principaux. Ce résultat nous servira pour établir la

majoration contenue dans le théoreme 1.

Théoreme 2. Soit b > 1. On a pour q > 2, y > 2,

(10-2) > L1, x5 9" < o(g)(log, 29)".

X(mod q)
XFX0

Plus précisément, on a sous les mémes hypothéses

. . (logy)*(log, 2¢)°
(10-3) X(ﬂ%q)lL(Lx,y)I <<<p(q){1+ (log )" }
et

' b (log ¢)* (logy 29)° \
(10-4) X(%q)IL(lax,y)l <<s0(q){1+ (logy)" }

X7#X0

Démonstration. Montrons d’abord (10-3). Nous notons que, pour tout ¢ > 0,

L(LX;ZJ)C —_ Z TC(TL;X(TL)

Pt(n)<y

ou 7, est la fonction de Piltz d’indice ¢. Soit z := min (y, 2¢1/ (o8> 2‘1)). On a alors, en vertu
d’estimations classiques sur le cardinal des entiers friables,

(10-5) > @ < 1.

n>q
Pt(n)<z



102 SEBASTIEN KERNER

Dans le cas ¢ = 1, cette majoration découle aisément, par exemple, de ’évaluation obtenue
a la fin de la preuve du Corollaire 2 de [38]. On obtient méme que le membre de gauche est
< 1/(log z)d2 pour tout nombre réel d > 0. Le cas général s’en déduit, grace a I'inégalité
de Cauchy—Schwarz, compte tenu de la majoration

2 2
Z 7e(n)” < (logz)¢ .
Pt(n)<z K

De plus,

) — : x(p)\ .\ Jogy
L(1,x;y) = L(1,x; 2) H (1—7) <<ll(1,x,z)l .

z<py 08 %
On obtient donc

> !L(l,x;y)|b<<<loﬂ)b ST L1, x 22

X(mod gq) x(mod q)

Or on a, d’apres (10-5),

S OILM )P < Y {1+

n
x(mod q) x(mod q) Pt(n)<z
n<q
2
Tp/2(n)
< 1+ — K .
v(q) { > v(q)
Pt(n)<z
n<q

Montrons maintenant (10-4). Etant donnée une constante absolue C' assez grande pour
que [ ], 4, L(s,x) ait au plus un zéro dans la région o > 1 —18/{C'log((1 + |7])g)}, nous
posons

7 = max(y, g€ 1082 20,

Convenons que ¥(x) = 1 si y est le caractere exceptionnel de Siegel et que ¥(x) = 0 dans
le cas contraire. On déduit du lemme 6.3 de [28] que, pour chaque caractere non principal
de module ¢, on a

L(1,x: 2) < L(1,0{ 1+ 90)@((1 - B)log Z) }

ou
dv

W(s) = —1+§exp{ —fy+/08(1—e—v)7}

est la transformée de Laplace de la fonction de Buchstab. On a clairement

. 1
1+ w(s) < % (s >0).

On peut donc écrire, en notant y; ’éventuel caractere exceptionnel,(*3)

L(laxl)b .
(1—p)*(log Z)°

(10-6) Y LML 2P < > LX)+
X (mod q) x(mod q)
X#X0 X#X0

13. On rappelle que x1 est réel et que L(1,x1) > 0.
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1X):Z$+01

n<q

Pour tout entier B > %b, on peut donc écrire

YOO <@+ Y ‘Zx TBnq‘

x(mod q) x(modgq) ' n>1
X7FX0 X7FX0
(g 1 (na)|
BN, q BN, q
<olg) +elq) > > n 2 > —
1<a<q | n=a (mod q) vl (n,q)=1
(a,9)=1 ’

ou 75(n, q) désigne le nombre de représentations de n sous forme d’un produit de B entiers
n’excédant pas ¢. On a

5D o (10gg)

n

et
n, a, a+/t
Z 78(1n,q) < 75( Q)+ Z 7B(a + (q)
n a Lq
n=a (mod q) 1<4<gB~-1
(a,q) 1
<= o7

Il s’ensuit que

3 5 TB(ZaQ)_(p(lq)ZTBZC] « ¥ {TBaq 41/3}<<1.

1<a<q | n=a (mod q) n=1 1<a<q
(a,q)=1 (a,q)=1

Nous avons donc obtenu que

> LX) < p(g),

x(mod q)
XF#Xo

et la méme majoration vaut a fortiori en remplacant 2B par b.(!*) De plus, d’apres [25],
p- 95,
L(1,x1) < (1 - B)(log q)*.
En reportant dans (10-6), nous obtenons donc
> L X 2))” < o(q).
x(mod q)

XFX0

On en déduit bien (10-4) en notant que

log Z

L(,x;y) =L(L,x;: 2) [ (1—xw)/p) <L, x;2) og

y<p<Z

14. Voir le lemme 2 de [29] pour un résultat plus précis dans le cas b = 2.
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O

Comme corollaire du Théoréme 2, nous obtenons ’assertion suivante ot nous posons

(10-7) Ny(m,x) =Y x(n).

n<x

Lemme 1. Soit ¢ € ](), % [ On a uniformément pour ¢ > 2, 1 <x < q,y > 2,

(10:9) Y Nyl 0PI x| < el TBT)°

X(mod q)
XFX0

Démonstration. Soit b > 2/e. Nous déduisons immédiatement des inégalités de Pdlya—
Vinogradov et Holder et de (10-2) que le membre de gauche de (10-8) est

< q"/"(10g )" SV ()05, 29

avec
Si= Y |Ng(z, ) < zo(q).
X (mod q)
Cela fournit bien 'estimation souhaitée. O

11. Minoration de Zg o(ng)

Commencons par un lemme rudimentaire de crible. Posons

(11-1) Ny(z) = {m <z : (m,q) = 1},

Lemme 2. On a, uniformément pour z > 1 et ¢ > 1,

Ny(x) = x@ + 0(2“’((1)).

Démonstration. On a

Ny(x) =>" > uld) = p(d) [ﬂ _ P +0(2¢9).

n<z d| (ma) dlq q

Posons, pour k > 1,
rE = expexpk

et, pour chaque nombre entier n > 2, désignons par n; le produit des facteurs premiers

de n n’excédant pas ry, soit
me=[1»"

p”[In
P Tk
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Soit ¢ € N* et p € [0,log2[. Posons encore @ := ¢q/(logq)? et désignons par Z, ,(ny)
le nombre de classes de congruence a(modgq) telles que (a,q) = 1 et admettant une
représentation de la forme

(11-2) a = hd (mod q) avec d|ng, he[l,Q] et (d,q) =(h,q) =1.

Si on note

T(mia,q) = > 1,

d|m
d=a (mod q)
alors
1<h<@Q
(h,q)=1

est égal au nombre de représentations sous la forme (11-2) de la classe de congruence
a (mod q) telle que (a,q) = 1. Avec ces notations, Z, ,(ny) s’'interprete donc comme le
nombre de classes inversibles a (mod q) telles que R(ng;a,q) # 0.

Désignons par 7,(ny) le nombre de diviseurs de ny premiers avec g. Comme on a

> rlnkah,q) =7one)  ((hg) =1),

1<a<gq
(a,q):l

une simple intervertion de sommations permet de calculer la valeur moyenne M, ,(nx) du
nombre de représentations d’une classe de congruence sous la forme (11-2) :

(11-4) Mg o(ng) == m Z R(ny;a,q) = ]\g((g)Tq(nk),
(ot

ol Ny(Q) est défini par (11-1). Heuristiquement, le dernier terme se comporte, pour
presque tous les nombres entiers n, comme 2¥/(logq)?. Ainsi, si 'on fait I’hypothese
supplémentaire que ¢ < exp exp ((1 + 5g)k), avec par exemple ¢, = (log2 — p)/10, on en
déduit que M, ,(ny) tend vers l'infini avec g. Dans ces conditions, il parait raisonnable de
pouvoir déduire d’'un argument de variance que presque toutes les classes modulo g sont
en fait représentables sous la forme (11-2), autrement dit que Z, ,(ni) est «prochey de
©(q). Le lemme suivant établit cela.

Lemme 3. Soient o € [0,1og2[ et ¢, := (log2 — p)/10. Il existe un nombre entier gy > 1
tel que, uniformément pour © = 1y et qo < q < expexp ((1 + 6g)k), on ait

Zg,o(ni) = (1 — (logq) ™) (q)

pour tous les nombres entiers n < x sauf au plus O(:z:/(log q)aa?) exceptions.

Démonstration. Rappelons la notation @ := ¢g/(logq)?¢. Soit n < x. Pour chaque nombre
entier h de Uintervalle [1, Q] tel que (h,q) =1, on a

) =S —— 3 X@N@ = — 3 x@x)rg(n )

i PO i) x(mod g)
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ou 'on a posé

re ) = 3 x(d).

d|ng

Il s’ensuit que, avec la notation (11-3), on a

Z R(nk;a,q)zz Z ( Z T(nk§5h>Q)>

1<a<q 1<a<qg \1<h<Q
(a,q)=1 (a,9)=1  (h,q)=1

- > ( > X(a)Nq(Q=X)Tq(nk7X>>v

2
SO((]) (1<a)<ti x(mod q)
a?q =

ot Ng(Q, x) est défini par (10-7). En développant les carrés et en utilisant I’'orthogonalité
des caracteres, il vient alors

(11:5) > Rlmgaq)’ = —~

L v(q)
(a,q)=1

D ING(Q)P I (e, )1

x(mod q)

Par ailleurs, il découle de 'identité (11-4) et de I'inégalité de Cauchy—Schwarz que

(11-6) {Nq(Q)Tq(nk)}2:< > R(ﬂkﬂﬂ)) < Zy(n) Y Rlmgaq).

1<a<q 1<a<q
(a,q)=1 (a,q)=1

En combinant (11-5) et (11-6), nous obtenons

[Ng(@rg(m) ¥ < 21 5™ v (@ )Py (g )P

v(q) N h
ou, ce qui revient au méme,
-7 N 2
(117) w < ¥ | sz(? )2)! !Tq(vzm ))\ _
7\ x(mod q) 4 Mk
XFX0

Nous allons en déduire que pour tous les nombres entiers n < x sauf au plus
O(z/(log q)%) exceptions, on a

(11 Zyne) > ga(q)(l _ ol )“"g”g%)

No(Q)7q(1k)
En effet, le nombre N; des entiers n < z contrevenant a (11-8) n’excede pas

3 Ng(Q)7q(nk) (@(Q) - Zq(”k:))_

©(q)(log g)*= v(q)

n<x

L’inégalité (11-7) implique donc que

1 ’NQ(Q7X)’2 |TQ(nk7X)|2
M) (¢)(log )%= 2 Ny(Q)  7y(m)

n<xw x(mod q)

XFX0

1 \Tq nk,
- 3e, ’
p(@)Ng(Q)(log g)*= (mzo 10 nzq q(nk)
X7#X0
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Or, si x n’est pas le caractere principal modulo ¢, le Corollaire M.3.5.1 de [37] fournit
I’estimation

Z % < z|L(1, x; k)] (x > rg),

ou L(1,x;7k) est défini par (10-1). Compte tenu du lemme 1, cette majoration implique
donc que

n<x

3 |Nq(Q,x>|QZ’Tq(”’“ <r Y INJ@OPIL(L xi)

x(mod q) n<T ( x(mod q)
X7F#X0 X7#X0

< z2p(q)Q(log )™

En appliquant alors successivement cette derniere estimation, le lemme 2 et I'inégalité
v(q) > q/log, q, il vient

xQ < xq < T
Ng(@)(logg)*% — p(q)(logq)?e — (logq)%

Désignons par Ay(z) I'ensemble des entiers n < z vérifiant (11-8). Nous avons donc

()] >x(1—(K—1)€)

log q)%

N1<<

pour une constante convenable K; > 0.

Considérons l'ensemble By (x) des entiers n < x tels que
(11-9) Tq(ny) > 20722k,

Le nombre N> des entiers n < z qui ne sont pas dans By (z) est d’ordre inférieur a
x/(log q) . En effet, la méthode de majoration de Rankin fournit, pour tout v > 0,

N2<Z

n<xw

2(1—259)kv

Tq(nk)®

La derniere somme peut étre aisément estimée, par exemple grace a une nouvelle
application du corollaire 1I.3.5.1 de [37]. En employant la majoration

1
> = <logy 3¢+ O(1) <logk + O(1),

plg

nous obtenons ainsi
Ny < kgelWk (x =)

avec A(v) := (1 — 2¢g,)vlog2 — 1+ 27", En opérant le choix optimal 2V = 1/(1 — 2¢,) et
en tenant compte de 'inégalité k > (log, ¢)/(1 + &,), nous obtenons bien

NQ < 5
(log q)%

Nous avons donc
K2 >

Bt 2 21~ oo
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pour une constante convenable Ko > 0.

Soit n € Ag(x) N Bi(x). En combinant (11-8) et (11-9), nous pouvons écrire

o 3¢,
Zg.o(nk) = ¢(q) (1 - %)

En utilisant successivement le lemme 2 et I'inégalité ¢ < exp exp ((l—i—sg)kz), nous obtenons

pl)logg)*®  (ogg)e™ 1
Nq(Q)z(lfQEQ)k 2(1—2¢,)k (logq)Qeg

Nous avons donc obtenu, pour ¢y assez grand,

Zq,o(ni) = ¢(q) (1 — (logq) ™).

L’inégalité précédente est ainsi vérifiée pour tous les nombres entiers n de ’ensemble
2

Aj(z) N Bi(x), autrement dit, pour tous les entiers n < x sauf au plus O(z/(logq)% )

exceptions. 0

12. Démonstration du théoréeme 1

Nous nous contentons d’établir la majoration contenue dans le théoreme 1. La minora-
tion découle de la remarque qui suit le corollaire 9 de [41]. La preuve développée de cette
minoration est dans 'article [32].

Il est bien connu qu’un nombre normal n possede 7(n) = (logn)°22+t°(1) diviseurs. 11
revient donc au méme de démontrer la majoration du théoreme 1 ou l'inégalité

12-1 in ||dd| <

(121) min |40 < oz (bp)
pour 9 € & et un p quelconque de lintervalle [0,log2[. Dans la suite de cette
démonstration, nous fixons p € [0, log2].

Commencons par introduire quelques notations. Soit p; un nombre réel tel que o <
01 < log2. Nous posons g = 91 — ¢ et 1 = (log2 — p1)/10. Nous fixons un nombre réel
T > g, ol xo sera choisi assez grand au cours de la démonstration, et nous définissons
L :=[(1—¢ep)logyx] et M = [(1 —e0/2)logy x]. Pour un nombre entier k de l'intervalle
[L, M], nous rappelons que rj et ng sont définis par

r, = expexpk et ng = H p”
pYlln
PSTk

et nous introduisons, pour chacun des nombres réels ¢ € £, 'ensemble

1
(log )@

Se(z)={n<az: min [|9d]| > n(@)}  on plx) =

Enfin, rappelons que {p;/q;};>0 désigne la suite des réduites de 9.
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Nous allons démontrer que le cardinal de Sps(x) est o(x) ce qui fournira a fortiori
le résultat (12-1). Le raisonnement s’appuie sur 'idée que si n est dans Si(x) (avec
k € [L,M]) alors la probabilité conditionnelle que n soit encore dans Siir(z), avec r
«petit », n’est pas trop proche de 1. Un raisonnement par récurrence permet alors de
conclure.

Nous découpons la démonstration en trois étapes. Tout d’abord, nous établissons une
propriété d’approximation rationnelle de ¥ € £ par 'une de ses réduites dont on controle
la taille du dénominateur g¢; (résultat (12-2)). Nous utilisons pour cela I'hypothese de
croissance modérée de ces dénominateurs pour les éléments de £ (inégalité (9-2)).

Dans un deuxieme temps, nous procédons a une étape de « normalisation ) des entiers
n € Si(z). Nous conservons ainsi des nombres entiers dont, d’une part, le produit des
petits facteurs premiers n’est pas anormalement grand et dont, d’autre part, ’ensemble
des diviseurs de nj possede de bonnes propriétés de congruence modulo g;.

La derniere étape est consacrée a la mise en forme du raisonnement de probabilité
conditionnelle et & la récurrence qui le suit. Cette partie de la démonstration se subdivise
elle-méme en plusieurs étapes sur lesquelles nous reviendrons.

Soit ¥ € £. 11 découle de (9-2) qu’il existe une fonction w(z) tendant vers l'infini avec
x telle que logw(x) = o(log, ) et telle que, pour chaque entier k de U'intervalle [L, M], il
existe un nombre entier j = j(k) pour lequel ¢; satisfait I'encadrement

(12-2) w(z)ek <logq; < w(x)?e.

Nous fixons ¥ € &, k € [L, M] et nous considerons le nombre entier j = j(k) pour lequel
la double inégalité (12-2) est satisfaite.

Commengons par «normalisery les entiers de Si(z). Pour cela, nous introduisons
I'ensemble S} () des entiers n de Si(x) tels que

(a) np < qu‘,

(b)  Zgy.00 () = (1= (log q;) =) (g;)-**
La condition (a) est vérifiée pour tous les nombres entiers n < x sauf au plus O(a: e"w(@)/ 8)
exceptions. Cela découle de I'exercice I.5.6 de [42] et de (12-2). Par ailleurs, le lemme 3
implique que la condition (b) est vérifiée sauf pour au plus O(z/(log w)"ﬁ) entiers n < .
Nous avons donc obtenu, en notant Si(z) et Sj(x) les cardinaux respectifs de S(x) et
Si.(z), que

(12-3) Sk(z) = Si,(z) + o(z).

Quelques notations supplémentaires sont a présent nécessaires. Pour n € S; (x), nous
notons Z,, l'ensemble des classes inversibles b(modg;) pour lesquelles il existe un
diviseur d de m; et un entier A de l'intervalle [1,qj/(logqj)91] tel que (h,q;) = 1 et
d = bg;_1h(mod ¢;). Par ailleurs, nous considérons I’ensemble Fj(z) des entiers n € S; (x)
qui vérifient la propriété suivante :

32

4/3
(©) 3pln, ¢;* <p< g}’ plmodg) € Z,,.

15. Rappelons que Zg; o, (nx) désigne le nombre des classes inversibles a (mod g;) pour lesquelles

il existe un diviseur d de ny et un entier h de l'intervalle [1, q;/(log g;)?] tels que (h,q;) =1 et
d =ah (mod g;).
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Le cardinal de Fj(x) est noté Fy(x).

Heuristiquement, nous pouvons interpréter Z,,, comme un ensemble de « bonnes ) classes
de congruence pour notre probleme. En effet, nous allons démontrer que les nombres
entiers n de Fi(x) (qui se caractérisent donc par 'existence d’un de leurs facteurs premiers
p E }qj‘/ 3,q§’/ 2} appartenant a l'une de ces bonnes classes) vérifient I'inégalité attendue
ming |, [[¥d|| < n(z). Nous montrons pour cela que ces entiers n n’appartiennent pas
a l'ensemble Sii,(z) pour un certain r > 0 tel que r = o(M — L), c’est-a-dire que
Fi(x) < Sp(z) — Sptr(z) (résultat (12-4)).

La propriété (b), vérifiée en particulier par les éléments n de Fji(x), constitue alors
le point clef de cette démonstration. Elle permet en effet de justifier que le cardinal de
Z,, est proche de ¢(g;), autrement dit que la plupart des classes de congruence modulo
gj sont «bonnesy. Cela laisse suffisamment de possibilités aux facteurs premiers de n

. 4/3 3/2 o, o P
compris entre ¢;'” et ¢;'” d’appartenir a l'une de ces classes. Nous en déduisons alors,
a laide du crible, que Fj(x) représente, & o(z) pres, une proportion positive de Si(z)
(résultat (12-5)).

La derniere étape de cette démonstration s’appuie sur un raisonnement par ’absurde.
Partant de I’hypothese que Sp; > z, nous déduisons des deux étapes précédentes et de
(12-3) qu'il existe une constante ¢ < 1 telle que, pour tout nombre entier k& de l'intervalle
[L, M], on ait Sk4r(z) < ¢ Sk(x). L’écart entre k et k+7r étant en o(M — L), on peut alors
itérer N(z) fois (avec N(x) — 400) ce processus pour obtenir une contradiction.

Démontrons que

(12-4) Fi(x) < Sp(z) — Sk4r(2) ou  r:=[2logw(z)] + 2.

Si n € Fi(z) alors, d’apres (c), n possede un facteur premier p, qj—‘/?’ <p< qj—’/z, tel qu'il

existe un diviseur d de ny, et un entier h de I'intervalle [1,¢;/(logq;)?'| vérifiant (h, q;) = 1
et d =P qj_1h (modg;). Il existe donc aussi un nombre entier ¢ tel que dp = g;_1h + £q;.
Alors

dpV = (g, 1h+€qj)(p] +§> avec Bl <1
J J

h
b gtz +5— (mod 1).
q] 45 9qj 4qj

3/2

1/4
Comme 2 < p < ¢ ,1<d<nk<qj'/,1<q]'—1gqj'etlghg(b’/(log(b’)glvona

|¢| < max{dp,qj—1h}/q; < q;/(logqg;)® et donc aussi

[pe ) ﬁg—l N
g a4l ¢  (logg;)® g~ (logg;)e
Il s’ensuit que
3
dp|| < ——
il < oo
Or, pour z assez grand, on a (log ;)¢ > {w(x)(logz)! =0 }** > 3(log x)? car (1—¢g)01 >
o, donc
1
dpl|| € ———-
] <

Nous avons donc démontré I'existence d’un diviseur d’ = dp de n tel que PT(d') < e
et ||[¥d'|| < n(x). Autrement dit, si 'on pose r = [2logw(z)] + 2, alors k +r > log, qj/ et
donc n ¢ Si+r(z). On a donc bien (12-4).
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Nous allons démontrer que
(12-5) Fi(z) > Sk(x) + o(x).

Nous réservons, dans la fin de cette démonstration, la lettre m pour désigner un entier
générique satisfaisant P+ (m) < ry, ming |, [|[9d|| > n(x) et les conditions (a), (b) avec m
a la place de ng. Pour chaque entier m, nous adoptons la notation m pour représenter un
entier quelconque tel que

(i) P=(m) >,

.. . 4/3

(11) 3p | m, q]/

On peut alors écrire que

<p<q? p(modg;) € Zn.

Y v

m<ax m<z/m
Pour chaque entier m, on a
x
»3 2. %

m<z/m 4} <p<d’
p (mod g;)EZ.m,

ot ®;(x) désigne le nombre des entiers n’excédant pas x et dont tous les facteurs premiers
sont dans ]rk, qj/g] ]q?/z —i—oo[. Comme m < qjl-/4 et p < q?/Q

pour chaque entier m, 'estimation ®;(z/mp) =< x/(mpe”). Nous obtenons donc

(12-6) <= Z —

, le crible de Brun fournit,

P (mod q;j )GZ

En notant Z, le complémentaire de Z,, dans l’ensemble des résidus modulo qj, on a

<p<q3/2 vz q4/3<p<q3/2 p
p(modqj)g_fZ p= a(modqj)

4/3

D’apres le théoréme de Brun—Titchmarsh, la somme intérieure est < 1/¢(q;), donc

1 |Zn]
- K
q4/ <p<q3/2 p QP(QJ')

P (mOd q])eéZm

L’ensemble Z,,, peut étre facilement mis en bijection avec I’ensemble des classes inversibles
a(mod g;) pour lesquelles il existe un diviseur d de m et un entier h de l'intervalle
[1,q;/(log g;)¢'] tels que (h,q;) = 1 et d = ah (mod g;). Cela résulte de I'inversibilité de
q;—1 modulo g;, justifiée par I'identité p;q;—1 —pj_1q; = £1. On a donc |Z,,| = Z,, o, (m).
De la condition (b) et de I'inégalité log q; > (logz)' =% (qui résulte de (12-2) et du fait
que k € [L, M]), il découle alors

— p(g;) olg)
(12-7) |Zm| = (q5) = Zg;,01 (1) < (log g;)= < (log )= (1—<0)
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On en déduit successivement que

1 1
L

1—
g b (log)ntiz=o)

g (mOd qj ) €Z7n,

puis que
1 1
- = E - =<1
4} <p<q’? b ¢} <p<q’? b
p(mod g;j)EZ,

L’estimation (12-6) devient donc
(12:8) File) = =3 L
k(T) =< -

Par ailleurs, avec les mémes notations, on a Sy (z) = > ®(z/m,ry). En appliquant &
nouveau le crible de Brun, on a donc

(12.9) HOEESDY %

En combinant (12-8) et (12-9), il s’ensuit que
Fr(z) < S)(x).

Cette majoration associée a (12-3) fournit alors (12-5).

Pour conclure, nous allons démontrer par 'absurde que Sy;(z) = o(x).

Supposons qu’au contraire Sps(x) > x. Alors, uniformément pour k € [L,M], on a
Sk(z) > x. Les inégalités (12-4) et (12-5) impliquent donc que Sk(x) — Skyr(x) > Sk(x).
On en déduit I'existence d’une constante 0 < ¢ < 1 telle que

Sk+r(x) < cSk(x).

Or r = [2logw(z)]+2 et logw(z) = o(log, x), donc il existe une fonction N(x), dépendant
de g9, a valeurs entieres et tendant vers I'infini avec = telle que

M-L
N(z)

Partant de kg = L, nous construisons donc par le procédé ci-dessus un nombre entier
k1 tel que Sk, (x) < ¢Sk, (z) et k1 — ko < (M — L)/N(x). Nous itérons ensuite N(z) — 1
fois ce processus afin d’obtenir kg = L, k1, ka,.. ., kn(z) < M tels que S, (z) < cSk,_, (x)
(1 <j < N(z)). Par induction, il suit

Sn () < Sy () < NSy () = o).

On aboutit donc bien a une contradiction. Cela acheve notre démonstration. O
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Cette these est consacrée a I'étude de la répartition de trois ensembles de
nombres entiers caractérisés par certaines propriétés de leurs diviseurs. Dans la
premiere partie, nous utilisons la méthode du col en une variable pour étudier
la densité naturelle de I’ensemble des entiers sans facteur carré dont le k-ieme
facteur premier est fixé. La deuxieme partie de la these est consacrée a ’estimation
du nombre 7 (z) des entiers n’excédant pas x ayant un nombre prescrit k de
facteurs premiers. Nous évaluons cette quantité a l'aide de la méthode du col
en dimension 2. Nous obtenons ainsi une évaluation uniforme de 7 (x) sur un
domaine quasi optimal pour le couple de parametres (z, k) et nous en déduisons
des renseignements nouveaux sur le comportement local de la suite k& — my(x).
Cela nous permet a la fois de donner une nouvelle démonstration de la conjecture
d’Erdos concernant I'unimodalité de k — mi(x), établie en 1990 par Balazard, et
de fournir un équivalent asymptotique du rapport 74 (x)/7(z). La derniere partie
est consacrée a 1’étude de la répartition divisorielle normale de ¥d modulo 1, ou ¥
désigne un nombre réel et d parcourt I’ensemble des diviseurs d’un entier normal.
Nous établissons, pour une large classe de nombres irrationnels ¢, que les nombres
Yd ont une répartition modulo 1 réguliere.

Distribution of integers with divisorial constraints

This thesis deals with the distribution of three sets of integers characterized by
some properties on their divisors. In the first part we use the one-dimensional
saddle point method to study the density of squarefree integers whose k-th prime
factor is fixed. The second part is concerned with the estimate of the number 74 (x)
of integers lower than x which have exactly k prime factors, obtained by using
the saddle point method in dimension 2. We get a uniform estimate for m;(z) in
a domain of parameters (z,k) near to the optimum, from which we deduce new
informations on the local behavior of k — 7 (z). This provides a new proof of the
Erdés conjecture about the unimodality of k — 7 (x), proved in 1990 by Balazard,
and even an asymptotic estimate of the quotient 741 (z)/7(z). At last, we study
the normal divisorial distribution of 9¥¥d modulo 1, where ¥ is a real number and d
exhausts the divisors of any normal integer: we prove in this setting that the real
numbers 9¥d have a regular distribution modulo 1, for a large class of irrational
numbers 9.
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